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Ondas espirales en sistemasdos

Sistema oscilatorio Reaccion de

) ) ) Belousov-Zhabotinsky
Sistema excitable Colonia de

Dictyostelium discoideum
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CGL

La ecuaddn de Ginzburg-Landau compleja

Ecuacion de Ginzburg-Landau compleja

%—‘f =0 — (1+ia)|¥)20 + (1+ b)AT

donde abeR,y¥:R?xR — C.

@ Es una ecuacion de amplitud para sistemas fisicos awiilat

@ Cuandoa = b = 0= ecuacion de Ginzburg-Landau -
superconductividad.
@ Cuandoa = b — oo = ecuacibn de Schrodinger no lineal - superfluide
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CGL

La ecuaddn de Ginzburg-Landau compleja

Algunas propiedades de la ecuacion:

@ Algunas soluciones: ondas planasndas espirales

@ Las soluciones soimvariantes por translacion (¥ (x + xo, t) también es
solucion).

e Las soluciones somvariantes por rotacion (¥€+0, es solucion
Yo € R).

M. Aguareles (UPC) Ondas espirales en CGL Ddays, El Escorial, 23/10/2008 412



CGL

Ondas planas, ondas espiralesytices

Curvas de nivel de la parte real o imaginarialdee soluciones periédicas:

K ©

Ondas planas \brtice Espirales

W(x,t) = RéXxk=«)  cuyandoa=b cuandoa # b

RE =1 |k[2 B = (e g = f(r)emren e
k|? = 2= w=a=Db im0 @' (1) = k(w)
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CGL

Ondas espirales yortices

Son ondas de rotacion con grado no muilo
T = f(r)dX(ne)—«t forma de la solucion
X =N+ ¢(r) fase de la solucion
Vx-dl=2mn neZ condicion sobre el grado
a0
rI’|m Vx =ke k nimero de ondas asintotico
— 00

Observacbn: la frecuenciaw, y el nimero de ondas asintotidq,quedan
determinados de forma Uniparay b.
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CGL

Ondas espirales yortices

Soluciones en forma de onda espifal)(cosng + ¢(r), sin(ng + ¢(r))
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CGL

Vortices

Caso particular enel que=b = w

Soluciones de tipo vortice: otV = (1 +ia)AV + ¥ — (1 +ia)|V|?¥

x(r,¢) =ng, U =f(r)e-ay

fo.n? 5
o+ L~ + (1-1)f =0

f(0)=0 rE)r(r;of(r) =1

Existe una (nica solucion con estas condiciones. El ndiie ondas
correspondientek, es nulo.
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CGL
Vortices

Modulo de la solucionf (r), escala del problema:

f(r)

L L L L L
10 12 14 16 18 20

M. Aguareles (UPC) Ondas espirales en CGL Ddays, El Escorial, 23/10/2008 9/2



Soluciones de equilibrio con sim&ir

SOLUCIONES CON UNA SOLA ESPIRAL :

Con el cambiol = e “!, y reorganizando los parametros,

(1) %% = (1[92 + i (L — K — ) + Av
a—b w—Db

_ 2
“17ap K=

q

o Para simplificar los calculos tomamios= 0.

e Las soluciones en onda espiral, de la forina: f(r)d(™+¢(") son
soluciones de equilibrio de este problema. En realidad esstema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Soluciones de equilibrio con cierta siniatradial

@ Conmétodos asintbticase demuestra ([1]) que elmero de ondas
asintéticok depende de forma univoca deConcretamente, para valore
pequenfios dq

() = ge‘:“‘”‘zqﬁu o(1)),

dondec, es una constante independientegdey es la gamma de Euler.

@ Ademas, la solucion satisfate) ~ Cr"y  x,(0) = Ocuandor — 0y
f(r), xr(r) acotadas cuando— oo,

fr (1=K r0am o~ —k— % +O(1/r?)

[1] P.S. HaganSpiral waves in reaction-diffusion equatio®AM J. Appl. Math.,
42,1982.
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NUmero de ondas asitico en funcon deq.
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Movimiento de las espiraleq

Ecuaciones del movimiento para los centros de las
espirales: reducon de la EDP a un sistema de EDOs.

@ Consideramos espirales con distancias de separaciodegaye, y con
n=+1.
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Movimiento de las espiraleq
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Movimiento de las espiraleq

Ecuaciones del movimiento para los centros de las
espirales: reducon de la EDP a un sistema de EDOs.

@ Consideramos espirales con distancias de separaciodegaye, y con
n=+1.
o Hipotesis:
© Suponemos que las espirales se muelespacioy que su movimiento
define la dinamica del patron (son estructuralmente kestpb
@ Calculamos lasolucion “outer’lejos de los centros de las espirales y el
desarrollo “inner’cerca de cada uno de ellos.
© Linealizando en la zona “inner” encontraremos anadicion de
compatibilidadque determina la velocidad de los vortices.
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Interaccon de las espirales

Notacion

.| Y2)

®3
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Ondas espirales en CGL

Ddays, El Escorial, 23/10/2008

14172



Interaccon de espirales

Separacion canbnica

CASO GENERAL ( # 0 PERO PEQUENO:

ConX = exy T = uet y definiendon = kg/e la ecuacion queda

2 2 . 2 i€2042
e“ppr = e“Ap + (1+1iq)(1 - [¢[) — q (&
0 alternativamente
pe?fy = 2Af — |V + (1 —f?) (1)
262 2 (42 2_2_i€20422
pefoxt = eV - (f°Vyx) + gf< (1 —9) f 2

Separacion canodnica: Suponemos que las espiralessegtaradas comty e
de modo que

1_ O(1/gk), o equivalentemente« = ak = 0(1).
€ €
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Separa@n carbnica

Zona “outer”

Ecuaciones dominantes
Escribimosf = 1 + €’f1 y x = X/qy obtenemos para la fase

ixXt = AX + |VX[2 — o + O(e?)

v

Con el cambioy = logh se convierte en lineahr = Ah — o?h. Escribiendo
h = hg + phy hallamos, en tod&?,

N

h=> " 4(T)Ko(aR) + phy,

i=1

dondes; son de momento arbitrarias y se obtienen de las condicianes d
matching cerca de los centros de las espirales.
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Separa@n carbnica

Zona “inner”

Cerca del vorticé, X = X,(T) + ex, y desarrollando eacomo
T = \I/o + 6\111 la ecuacion dominante es

O(e) = AUg + Wo(1 — [Wg|?),
cong = foeXo
Linealizacion entorno a la solucion dominante

dXxy

—pgr - Vibo = Adhy + (L4 i) (4 (L~ [do]?) — do(ovi + 1))

con¥y = (fy + fox1)ex

4

Esta es una ecuacion lineal no homogénea de la que deduaimaaondicion
de compatibilidad.
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Separa@n carbnica

Matching asintético

Escribiendo la solucion “outer” en terminos de las vdgabtiinner”
1 2\ , M
X = 108 (FioKo(acr) +GX,) + - VG(X) + O(F)) + xa

N

don(_jeG(X) = _Zj;éé fi (T)KO_(Q\X - xj|)-_ _ _ _
Haciendo lo mismo con la “inner”, escribiéndola en térosinle las variables
“outer”, y comparando ambas expresiones se obtiene:

s
gloge = 5

a = 2ef1—7+G(Xe)

Para dos espirales, cuando, — X;| crece,« (y por lo tantok) se convierte
en el correspondiente a una Unica espiral.
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Separa@n carbnica

Ecuacion del movimiento

De la condicion de ortogonalidad sobre la linealizacibiaezona “inner” se

llega ay = O(q) = O(1/|loge|) y también:
Ecuacion del movimiento
X, 2an

dT B
donde

“TIVGH(Xy)

VG.L Xg ZﬂJaKo a‘Xg — XJDeqSJE + O( )

j#t

Con 2 espirales en las posicior(&g, 0) y (X2, 0) conX; < X,

aX (0.
dT X=Xy
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\el. esp.

Separa@n carbnica

Direccion de la velocidad con dos espirales

SC |
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Ecuacon del movimiento parg = 0

Ejemplo con dos vortices

Dos vortices situados €iX1,0) y (X2, 0), conX; < Xz ([2]):

dX]__ﬂg( 2

= (g w0) +ow

@ Cuandon; - n, = 1= se repelen.
@ Cuandon; - n, = —1 = se atraen.
@ Lainteraccion ocurre a lo largo de la linea que une losroent

[2] J.C. Neu.Vortices in complex scalar fieldBhys. D, 43, 1990
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Separa@n media

Ecuacion del movimiento

Cuandoa es pequenio,

Ecuacion del movimiento

dX, _ 2qcogqry|loge|) zN: (n- i
dT  p sin(ane|loge|) = HXe — X1
sin(gry|loge|)  eye
- +0
 cosanTogel) % - %) * O

a=0O(u)yallog el < /2, luegou = O(1/|loge|) y o de hecho se
convierte en exponencialmente pequefio.
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Separa@n media

Ecuacion del movimiento

@ Con 2 espirales efX1,0) y (X2,0) conX; < Xy g = np = £1,

dXy g<cos(q|loge|) Np 1 )

dT 7t \sin(gloge]) [Xo — Xa|” X2 — X4

o Esta ecuacion interpola entre el cage- 0y g|loge| — /2 (usando
q— 0, cogq|loge) ~ 1y sin(g/loge|) ~ | loge]).
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Separa@n media

Dos espirales

Dos espirales con gradpl parag = 0,2.
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Separa@n media

Dos espirales

Dos espirales con gradpl parag = 0,5.
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El paametroa como funcon dee

a(e)

ei(0) Ve (@) e

€*(q) es el valor critico a partir del cual empieza la zona cazgwgique se
define como
6*(q) — e_ﬂ'/(Zq)‘

Para valores mayores dda distancia criticd/e* es menor.
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Cuandaog es de orden unidad

N

Simulacion obtenida ewww - chaos.umd.edu/gallery/pattern.html
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