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& Estudio de sistemas dinamicos — métodos numéricos.
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& Estudio de sistemas dinamicos — métodos numéricos.
& Métodos numéricos — Min. error + Min coste computacional.
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Introduccion

Estudio de sistemas dinamicos — métodos numéricos.
Métodos numéricos — Min. error + Min coste computacional.
El estudio en largos intervalos de tiempo requiere ademas que
el método numérico reproduzca las propiedades del flujo.
Simplecticidad (systemas Hamiltonianos),

Reversibilidad,

Invariantes,

Isospectralidad,
Ortogonalidad,

oo
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Introduccion

& Estudio de sistemas dinamicos — métodos numéricos.

& Métodos numéricos — Min. error + Min coste computacional.

& El estudio en largos intervalos de tiempo requiere ademas que
el método numérico reproduzca las propiedades del flujo.

Simplecticidad (systemas Hamiltonianos),

Reversibilidad,

Invariantes,

Isospectralidad,

Ortogonalidad,

000000

Integracion geométrica
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Notaciones

Yy = f(y), Solucion: ¢(t; yo)
« ODE { y(0) = yo € R™  Flujo exacto: oy () = o(#; )
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T —

Yy = f(y), Solucion: ¢(t; yo)
« ODE { y(0) = yo € R™  Flujo exacto: oy () = o(#; )

& Método de un paso
YY) = @n(Y)s  Yn = Yh, (Yn—1) = ¢, (Yo)
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T —

Yy = f(y), Solucion: ¢(t; yo)
« ODE { y(0) = yo € R™  Flujo exacto: oy () = o(#; )

& Método de un paso
YY) = @n(Y)s  Yn = Yh, (Yn—1) = ¢, (Yo)

& Errorglobal  ge(tn) = yYn — Y(tn) = yn — ©(tn; vo)
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Ngﬁglgngi
y' = f(y), Solucion: ¢(t; yo)
« ODE { y(0) = yo € R™  Flujo exacto: oy () = o(#; )

& Método de un paso
YY) = @n(Y)s  Yn = Yh, (Yn—1) = ¢, (Yo)

& Errorglobal  ge(tn) = yYn — Y(tn) = yn — ©(tn; vo)

& Orden r, paso de integracién h:

Yr(y) — en(y) = O(R™1)
ge(t,) = O(h")
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M numeri

& Meétodos simplécticos. Sanz-Serna, ...

Conservan la forma simpléctica.

Error H(y,) — H(yo) = O(h") acotado (s6lo con paso fijo).
Existen explicitos para hamiltonianos separables.

Han de ser implicitos para hamiltonianos generales.

& Conservan integrales primeras cuadraticas vy~ Qy. = y& Qyo

0000
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Metodos numericos

& Meétodos simplécticos. Sanz-Serna, ...
Conservan la forma simpléctica.
Error H(y,) — H(yo) = O(h") acotado (s6lo con paso fijo).
Existen explicitos para hamiltonianos separables.
Han de ser implicitos para hamiltonianos generales.
& Conservan integrales primeras cuadraticas vy~ Qy. = y& Qyo
€ Metodos pseudo-simplécticos. Aubry—Chartier, Calvo et al.
¢ Explicitos.
& Conservan la forma simpléctica hasta orden s > 2r.
& Conservan integrales primeras cuadraticas hasta orden s > 2r.
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A
Metodos humericos
A

& Meétodos simplécticos. Sanz-Serna, ...
Conservan la forma simpléctica.
Error H(y,) — H(yo) = O(h") acotado (s6lo con paso fijo).
Existen explicitos para hamiltonianos separables.
Han de ser implicitos para hamiltonianos generales.

& Conservan integrales primeras cuadraticas vy~ Qy. = y& Qyo
€ Metodos pseudo-simplécticos. Aubry—Chartier, Calvo et al.

¢ Explicitos.

& Conservan la forma simpléctica hasta orden s > 2r.
& Conservan integrales primeras cuadraticas hasta orden s > 2r.
& Meétodos Ad hoc.

& Meétodos en grupos de Lie, Métodos que conservan la energia, ...

0000

& Métodos de proyeccion  §n+1 = Yn+t1 + WnAn

& Conservan invariantes G(gn+1) = G(yo)
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Metodos numericos

& Meétodos simplécticos. Sanz-Serna, ...

Conservan la forma simpléctica.

Error H(y,) — H(yo) = O(h") acotado (s6lo con paso fijo).
Existen explicitos para hamiltonianos separables.

Han de ser implicitos para hamiltonianos generales.

& Conservan integrales primeras cuadraticas vy~ Qy. = y& Qyo

Métodos pseudo-simplécticos. Aubry—Chartier, Calvo et al.
¢ Explicitos.

& Conservan la forma simpléctica hasta orden s > 2r.

& Conservan integrales primeras cuadraticas hasta orden s > 2r.

Métodos Ad hoc.

& Meétodos en grupos de Lie, Métodos que conservan la energia, ...
& Métodos de proyeccion  §n+1 = Yn+t1 + WnAn

& Conservan invariantes G(gn+1) = G(yo)
& Meétodos explicitos

0
o000

0
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Metodos numericos

& Meétodo simpléctico: Gauss de orden 4
& Implicito.
& Simpléctico.
& Simétrico.
& Métodos pseudo-simpléctico: Gauss, s = 8, r = 4.
& Conserva la forma simpléctica hasta orden 8.

& Conserva integrales primeras cuadraticas hasta orden 8.
Método explicito: DOPRI 5(4).
Métodos de proyeccion: DOPRI 5(4)  §n+t1 = Yn+t1 + UnAn

00

¢ Errores globales en largos intervalos de tiempo?
¢ Errores en invariantes en largos intervalos de tiempo?
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prlmer Eroglema !esl

Problema de Kepler plano

/

Py = — @iz 4= Pis 1 =1,2
p1 =0, p2 = }fi, gi=1—e,qg2=0, e=0.3
& Hamiltoniano
H= 301 +p) ~ J=orm

& Dos integrales primeras

& Energia: H

& Momento angular: M = q1p2 — q2p1-
& Soluciones periédicas
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ropiema de Kepier

Orbitas numéricas, t € [0, 27 x 10%]

Kepler, DP54 =0.3, tol=1e-5 standard Kepler, €=0.3, 4th order Gauss, 10240 periods, h=2x/64

05
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- 15

-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 -1 -0.5 0 05 1
a %
Kepler, projected DP54, tol=1e-5, 10000 T Kepler, e=0.3, Pseudo-Symplectic 4th order Gauss, 10240 periods, h=2r/64
1 1
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ropiema de Kepier

Error global

) Kepler, DP54, 0.3 tol=1e-5 ) Kepler, €=0.3, 4th order Gauss, h=2 /64
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ropiema de Kepier

Error global

log(global error)

10

Kepler, DP54, e=0.3 tol=1e-5

o

10 10"

10°
log(periods)

Error en los invariantes

log(invariant error)

Kepler, DP54, e=0.3 tol=1e-5

19 " " " " "
= o T

10 10 10
log(periods)

Kepler, e=0.3, 4th order Gauss, h=2 164

10

log [|Global Error]|

Kepler, e=0.3, 4th order Gauss, h=2 164

log |[Energy Error]|

——Symplectic

10°
log (periods)
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ropiema de Kepier

Error global, h = T'/64

Kepler, e=0.3, 4th order Gauss, h=2 164

log [|Global Error||
-
5

T z o o
log (periods)

Error en los invariantes, h = T'/64

Kepler, e=0.3, 4th order Gauss, h=2 /64

log [[Energy Error||

[~—Ssymplectic

M. Calvo et al.

h =T/128

Kepler's problem, e=0.3, 4th order Gauss, h=2 1128

log [|Global Exror|

10’
log (periods)

h =T/128

Keplers problem, e=0.3, 4th order Gauss, h=2 1128

0g |[Energy Error]]
5

10’
log (periods)
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Justificacion del crecimiento lineal (J.M. Sanz—Serna, M.P.
Calvo):

Sistema hamiltoniano + Método simpléctico, paso fijo
¢ H(yn,) — H(yo) = O(h™) indep.det
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gogorle IGOI‘ICO

Justificacion del crecimiento lineal (J.M. Sanz—Serna, M.P.
Calvo):

Sistema hamiltoniano + Método simpléctico, paso fijo
¢ H(yn,) — H(yo) = O(h™) indep.det

Soluciones periédicas
& H(yw) — H(yo) = O(h*") y, ~y(to+T)
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gogorle IGOI‘ICO

Justificacion del crecimiento lineal (J.M. Sanz—Serna, M.P.
Calvo):

Sistema hamiltoniano + Método simpléctico, paso fijo
¢ H(yn,) — H(yo) = O(h™) indep.det

Soluciones periédicas
& H(yw) — H(yo) = O(h*") y, ~y(to+T)

Problema de Kepler
¢ T =T(H(yo))

M. Calvo et al. Integradores en largos intervalos...



gogor!e IGOI‘ICO

Justificacion del crecimiento lineal (J.M. Sanz—Serna, M.P.
Calvo):

Sistema hamiltoniano + Método simpléctico, paso fijo
¢ H(yn,) — H(yo) = O(h™) indep.det

Soluciones periédicas
& H(yw) — H(yo) = O(h*") y, ~y(to+T)

Problema de Kepler
¢ T =T(H(yo))

ge(NT) = Nge(T) + O(h*")
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gogor!e IGOI‘ICO

Justificacion del crecimiento lineal (J.M. Sanz-Serna, B. Cano):

& Método de un paso “estandard” con flujo 1y,
1)y, bien definido Vh < hg

1, regular con respecto ay y h.

1)y, consistente de orden r.

¥, () — ¢ (y) = O(h7)

Con paso variable hy,, = h s(yn,h), Smin < $(¥y, h) < Smax-
& Problema con soluciones periodicas

O0o000
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gOBOI‘!e IeOI‘ICO

Justificacion del crecimiento lineal (J.M. Sanz-Serna, B. Cano):

& Método de un paso “estandard” con flujo 1y,

1)y, bien definido Vh < hg

1, regular con respecto ay y h.

1)y, consistente de orden r.

¥, (y) — ¢, (y) = O(R")

Con paso variable hy,, = h s(yn,h), Smin < $(¥y, h) < Smax-

& Problema con soluciones periodicas

0000

0

ge(t) = h"e,(t) + h"tle,11(t) + ... + resto
ex(NT) = Z;\;_Ol M(T, O)jek(T)a ex(t) € R™
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gOBOI’te teorico

Justificacion del crecimiento lineal (J.M. Sanz-Serna, B. Cano):

& Método de un paso “estandard” con flujo 1y,

1)y, bien definido Vh < hg

1, regular con respecto ay y h.

1)y, consistente de orden r.

¥, (y) — ¢, (y) = O(R")

Con paso variable hy,, = h s(yn,h), Smin < $(¥y, h) < Smax-

& Problema con soluciones periodicas

0000

0

ge(t) = h"e,(t) + h"tle,11(t) + ... + resto
ex(NT) = Z;\;_Ol M(T, O)jek(T)a ex(t) € R™

Problema de Kepler
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gogorte teorico

Justificacion del crecimiento lineal (J.M. Sanz-Serna, B. Cano):

& Método de un paso “estandard” con flujo 1y,

1)y, bien definido Vh < hg

1p, regular con respecto ay y h.

1)y, consistente de orden r.

YL (y) — ¢ (y) = O(h7)

Con paso variable h,, = h s(yn,h);, Smin < $(Y,h) < Smax-
& Problema con soluciones periodicas

O0o000

ge(t) = h"e,(t) + h"tle,11(t) + ... + resto
ex(NT) = Z;\;_Ol M(T, O)jek:(T)a er(t) € R™

Problema de Kepler
& Casi conservacion del Hamiltoniano = ge(NT') ~ Nge(T)
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geaunao Eroglema lesl

Lotka—Volterra
w\ (0 wuv VH (u,v) = u(v — 2)
v ) \—uv 0 T v(1 =)
u=1, v=1

& No Hamiltoniano, Poisson

& Integral primera:

G(u,v) = H(u,v) = —logu +u — 2logv + v

& Soluciones periédicas
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i
Orbitas numeéricas
Lotka-Volterra, tol=1e-5, standard DP54, 1000 periods Lotka--Volterra: 4th order Gauss, 10240 periods, h=T/128
4

4
Explicit Symplectic

35 ——
/ ‘\ J

15 s
o 1
y —
0.2 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 an 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22
) u
Lotka-Volterra, tol=te-5, projected DP54, 1000 periods Lotka~-Volterra: ps-Gauss, 10240 periods, h=T/128
4 4
Projected Pseudo-Symplectic
35 LT 35
3 . To. 3
25 . N 28
o A N >
H . 2
2 .
N .
\ L 15
15 A -7
. 1
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Error global

Lotka-Volterra, DP54, tol=1e-5, 1000 periods Lotka--Volterra, 4th order Gauss, h=T/128

log(global error)
log [[Global Error]|

4 L L

10° e
log(periods) log (periods)
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Error global

Lotka-Volterra, DP54, tol=1e-5, 1000 periods ) Lotka--Volterra, 4th order Gauss, h=T/128

log(global error)
log [[Global Error]|

= L = L L .
10 = g @

10° 10
log(periods) log (periods)

Error en el invariante

Lotka-Volterra, DP54, tol=1e-5, 1000 periods ) Lotka--Volterra, 4th order Gauss, h=T/128

5

8
&
g
§

log(invariant error)

L 10

10° 10°
log(periods) log (periods)
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€10 de Lotka—

olterra, oraen

0—

, Lotka-Volterra, h=T/60, Gauss order 2
10
10 9
B10® 3
©
5
z
2.
210 k|
5
g
—Pseudo Symplectic
e — symplectic
0 Slope 2
---Slope 1
|
10 . . \
10° 10" 10° 10

10°
log(periods)

Orbitas

Lotka-Volterra, h=T/60, order 2, [0, 1000T]

3.5]

25

Error en invariante

Lotka-Volterra, h=T/60, Gauss order 2

log(invariant error)

10 10°
log(periods)

Lotka-Volterra, h=T/60, order 2, [0, 1000 T]

3.5

Pseudo-Symplectic

M. Calvo et al.
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|ercer Eroglema IESI

Lotka—Volterra modificado

) (0 wv _( —uv(e” — 50)/50
( 0 ) o (—uv 0 ) VH (u,v) = ( v(u/10 — 1) )
& No Hamiltoniano, Poisson

& Integral primera:

G(u,v) = H(u,v) = —u/10 4+ logu 4+ v — € /50

& Soluciones periddicas
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Orbitas numéricas

Modified Lotka-Volterra, standard Dp54 tol=1e-5 1000 periods

4.5

Modified Lotka-Volterra, projected Dp54 tol=1e-5 1000 periods

5
45 T L
N
4 \
> B
7/
35 -
3
Projected DP54
25

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Modified Lotka—Volterra, 4th order Gauss, 10240 periods, h=T/128

45

6 8 10 12 14 16 18 20 22
u

Modified Lotka--Volterra, P-S 4th order Gauss, 10240 periods, h=T/128
5

45
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Error global

" Modified Lotka-Volterra, Variable stepsize Dopri 5(4) Modified Lotka--Volterra, 4th order Gauss, h=T/128
10 10
——Projected Dopri
o |~ Dopri
10" §---Slope 1
Slope 2

log(global error)

Iog |[Global Error]|

10° . 10° .
10" 10° 10° 10" 10° 10°
log(periods) log (periods)
Error en el invariante
Modified Lotka-Volterra, Variable stepsize Dopri 5(4) Modified Lotka--Volterra, 4th order Gauss, h=T/128

log10(invariant error)
log |[First Integral Error]|
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& Crecimiento lineal del error de los invariantes en todos los
casos.
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& Crecimiento lineal del error de los invariantes en todos los
casos.

& Crecimiento del error global segun la tabla:
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Hecoaﬂanao resu"aaos

& Crecimiento lineal del error de los invariantes en todos los
casos.

& Crecimiento del error global segun la tabla:

DP54 G.r=4 r=2
~
Ny ha) %)
< N < N Q v v
v| 2 ° | 9 g ¢ | & &
%) A A A N N N AN
Q o N o T & & %)
Q Q Q Q O] O] O] Q

Kepler No Si No Si Si Si Si Si
L-Vv No Si - - No No Si Si
L-V Mod | No Si - - No No No No
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Hecogdanao resu"aaos

& Crecimiento lineal del error de los invariantes en todos los
casos.

& Crecimiento del error global segun la tabla:

DP54 Gr=4 r=2
~
;7: N ;Z: N g) v v
vy| 2| 2| 2| g ¢ & &
L& g | & g | & | & | @
Q | Q oy o | |Oo |Q
Kepler | No | [Sl | No | [S | (Sl | [Si | [Si | [Si
L-V No | [SFF | - - No | No | [Sil | [Si
L-VMod | No | [SFF | - - No | No | No | No
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Crecimiento del error global

& Errorglobal  ge(tn) = yn — Y(tn) = Yn — ©(tn; Yo)
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Exellcacmn teorica

Crecimiento del error global

& Errorglobal  ge(tn) = yn — Y(tn) = Yn — ©(tn; Yo)

C Problemas generales (no necesariamente Hamiltonianos) tales
que la solucion ¢¢(u) es periddica con periodo T' = T'(u),
regular, para todo « en un entorno de yo.
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Exellcacmn teorica

Crecimiento del error global

& Errorglobal  ge(tn) = yn — Y(tn) = Yn — ©(tn; Yo)

C Problemas generales (no necesariamente Hamiltonianos) tales
que la solucion ¢¢(u) es periddica con periodo T' = T'(u),
regular, para todo « en un entorno de yo.

ge(NTo) = N ge(To) — =D £(yo) VT (y0)Tge(To) +
O(N2h21-—1R(T0’ h)) + h2’r—1R(NT0, h)
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Exellcacmn teorica

Crecimiento del error global

& Errorglobal  ge(tn) = yn — Y(tn) = Yn — ©(tn; Yo)

C Problemas generales (no necesariamente Hamiltonianos) tales
que la solucion ¢¢(u) es periddica con periodo T' = T'(u),
regular, para todo « en un entorno de yo.

9e(NTo) = [IN'ge(@o) — “ 5= £ (yo) VT (yo)Tge(To) +
O(N2h21-—1R(T0’ h)) + h2’r—1R(NT0, h)
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Exellcacmn teorica

Crecimiento del error global

& Errorglobal  ge(tn) = yn — Y(tn) = Yn — ©(tn; Yo)

C Problemas generales (no necesariamente Hamiltonianos) tales
que la solucion ¢¢(u) es periddica con periodo T' = T'(u),
regular, para todo « en un entorno de yo.

i = o) — EEHGRRRD

O(N2h2"~1R(Tp, h)) + h2"~LR(NTp, h)

M. Calvo et al. Integradores en largos intervalos...



Crecimiento del error global

ge(NTo) = N ge(To) — N 5=1 f(yo) [V (yo)Tge(Tn) +

O(N2h2"—1R(Tpy, h)) + h? " R(NTp, h)

M. Calvo et al. Integradores en largos intervalos...



Exellcacmn teorica

Crecimiento del error global

ge(NTo) = N ge(To) —NE= ¢ (yo) [ (U0)E0E(T0) +

O(N2h?"—1R(Tp, h)) + h2"LR(NTp, h)

SiT =T(G1(u), G2(u),...), G; integrales primeras

C Si el método conserva las integrales G;(y») = Gi(yo)
)

€ Siel método es tal que VG;(yo)Tge(To) = O(h2")

Crecimiento del error global lineal.
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Xpii ion ri

Error en los invariantes
Suponemos una integral primera

G(y(t)) = cte = VG (y(t))"f(y(t)) =0 Vyo

M. Calvo et al. Integradores en largos intervalos...



Exellcacmn teorica

Error en los invariantes
Suponemos una integral primera

G(y(t)) =cte = VG(y(t)Tf(y(t)) =0 Vyo

Error en el invariante tras IN periodos
AMG = G(yny) — G(yo), N =1,2,...

AMNG = N VG(yo)Tge(To) + h* 'NVG(yo)TR(To, h)
+ h*" "'V G (yo)TR(NTy, h) + O (|lge(NTy)|?)

M. Calvo et al. Integradores en largos intervalos...



Exellcacmn teorica

Error en los invariantes
Suponemos una integral primera

G(y(t)) =cte = VG(y(t)Tf(y(t)) =0 Vyo

Error en el invariante tras IN periodos
AMNG = G(yNu) - G(yO)a N=1,2,...

2~ TEGRRGRER + 1~ N VG 00 R(T 1

+ h?" "'V G(yo) TR(NTo, h) + O (||ge(NTo)||?)
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Exellcacmn teorica

Error en los invariantes
Suponemos una integral primera

G(y(t)) =cte = VG(y(t)Tf(y(t)) =0 Vyo

Error en el invariante tras IN periodos
AMG = G(yny) — G(yo), N =1,2,...

R Tr———
+ B> "'V G(yo)TR(NTo, h) + O (||lge(NTo)||?)

Crecimiento lineal del error en el invariante SIEMPRE, mientras
ge(NTy) sea pequeno.
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EXEIIC&CIOH !eorlca

Los ejemplos anteriores
& Kepler T = T(H(p,q)) (no depende de L)
€ L-VyL-V modificado T =T(H(u,v))

Si | f(40)VT (yo)Tge(To) || = O(h*") < |lge(To)|| = O(h") =
crecimiento lineal.
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EXEIICﬂCIOh !eorlca

Los ejemplos anteriores
& Kepler T = T(H(p,q)) (no depende de L)
€ L-VyL-V modificado T =T(H(u,v))

Si | f(40)VT (yo)Tge(To) || = O(h*") < |lge(To)|| = O(h") =
crecimiento lineal.

& DP54 proyeccion sobre H = Crec. lineal.
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Exgllcamon !eorlca

Los ejemplos anteriores
& Kepler T = T(H(p,q)) (no depende de L)
€ L-VyL-V modificado T =T(H(u,v))

Si | f(40)VT (yo)Tge(To) || = O(h*") < |lge(To)|| = O(h") =
crecimiento lineal.

& DP54 proyeccion sobre H = Crec. lineal.
& Gauss + Kepler = H(y,) — H(yo) = O(h?") = Crec. lineal.
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Exgllcacmn teorica

Los ejemplos anteriores

& Kepler T =T(H(p,q)) (no depende de L)

€ L-VyL-V modificado T =T(H(u,v))
Si[|f(y0) VT (yo)Tge(To) || = O(h*") < |lge(To)|| = O(h") =
crecimiento lineal.

& DP54 proyeccion sobre H = Crec. lineal.

& Gauss + Kepler = H(y,) — H(yo) = O(h?") = Crec. lineal.
& P-S +Kepler = H(y,) — H(yo) = O(h2") = Crec. lineal.
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Exellcacmn teorica

Los ejemplos anteriores

& Kepler T = T(H(p,q)) (no depende de L)

€ L-VyL-V modificado T =T(H(u,v))

Si [l f(%0) VT (yo)Tge(To)|| = O(R*") K |lge(To)|| = O(h") =
crecimiento lineal.

& DP54 proyeccion sobre H = Crec. lineal.

& Gauss + Kepler = H(y,) — H(yo) = O(h?") = Crec. lineal.
& P-S +Kepler = H(y,) — H(yo) = O(h2") = Crec. lineal.

& Gauss, P-S (r = 2) + L-V = VH(yo)Tge(Tp) = O(h?") =
Crec. lineal.
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Exellcacmn teorica

Los ejemplos anteriores

& Kepler T = T(H(p,q)) (no depende de L)

€ L-VyL-V modificado T =T(H(u,v))
Si[|f(y0) VT (yo)Tge(To) || = O(h*") < |lge(To)|| = O(h") =
crecimiento lineal.

DP54 proyeccion sobre H = Crec. lineal.

Gauss + Kepler = H(y,) — H(yo) = O(h2") = Crec. lineal.
P-S + Kepler = H(y,) — H(yo) = O(h?") = Crec. lineal.

Gauss, P-S (r = 2) + L-V = VH (yo)Tge(Tp) = O(h?") =
Crec. lineal.

o000
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BII'O Hroglema

Ecuaciones de Euler

d Y1 0 c3Yys —C2Y2 Y1
it y2 | = | —c3ys 0 c1y1 Y2
Y3 c2yz —cC1y1 0 Y3

& No Hamiltoniano, Poisson
& Invariantes:

E = (c1y? + c2y3 + c3y2)/2  (Energia cinética)

L? = y? + y2 +y3 (L Mddulo del momento angular)

T = T(E, L?)
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E ion Euler

Orbitas
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Error global

N Euler's equations
10f T T
07 E
no invariant preserved———
energy preserved
107 E
107

logl[Global errorl]
5,

wo invariants preserved

10°
log(periods)
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Error global

Euler's equations: 4th order Gauss, tol=10"

o Euler's equations 10 T T
10f T T
07 4
no invariant preserved———
energy preserved
107 4
107 4

log||Global error]|
B
log [|Global Error||

wo invariants preserved

10 4
10° ]

© —+—iter. to conv.
07 4 —6&—iter. to Tol

—8— 4ter. max.
. . n
1075 L L L . 10" 10° 10° 10"
10 10 10 10 10 i
log(periods) log (periods)
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Error global

Euler's equations: 4th order Gauss, tol=10"

o Euler's equations 10 T T
10f T T
07 4
no invariant preserved———
energy preserved
107 4
107 4

log||Global error]|
B
log [|Global Error||

wo invariants preserved

10 4
10° ]

© —+—iter. to conv.
07 4 —6&—iter. to Tol

—8— 4ter. max.
. . n
1075 L L L . 10" 10° 10° 10"
10 10 10 10 10 i
log(periods) log (periods)

ge(NTp) = — +...
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