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Ejemplo 4: Átomo de Helio

J.F. Palacián (UPNa) Estrategias Computacionales para el ET 23/10/08 2 / 69
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Motivación

Captura en el Sistema Solar

Problema restringido de los tres cuerpos: el Sol y Júpiter son los cuerpos
primarios.
Los asteroides o cometas se consideran partı́culas infinitesimales.

El movimiento de Oterma (W.S. Koon, M.W. Lo, J.E. Marsden & S.D. Ross,
en Chaos 2000)
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Motivación

Reacción Dinámica: Isomerización del HCN

(C. Jaffé, S. Kawai, J. Palacián, T. Uzer & P. Yanguas en Adv. Chem. Phys. 2005)
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Motivación

La Clave

Teorı́a (Clásica) del Estado de Transición (ET) es la teorı́a diseñada para
estudiar la velocidad de reacción. Postula una partición del espacio fásico en
regiones reactivas y productos, que se separan mediante una superficie
divisoria que las trayectorias reactivas tienen que traspasar.
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Motivación

Algunas Consideraciones

Fue iniciada por E.P. Wigner hacia 1930.

Es una teorı́a que se formula en el espacio fásico.

Está diseñada para sistema multidimensionales.

El estado de transición es (localmente) una hipersuperficie de no retorno.

El estado de transición identifica barreras impenetrables que dividen el
espacio fásico en hipervolúmenes de condiciones iniciales que
reaccionarán frente a los que no lo harán.
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Motivación

Necesidad de Algoritmos Simbólicos (y Numéricos)

Determinación muy precisa de las estructuras geométricas que entran en
juego.

Cálculos de velocidades de reacción en relación al flujo a través del
estado de transición.

Planteamiento de estrategias de visualización de trayectorias, soluciones
periódicas, toros invariantes, variedades centrales, etc.
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Motivación

Ionización de Electrones #1
Electrón ionizando bajo la influencia de un campo magnético y otro elećtrico

(C. Jaffé, S. Kawai, J. Palacián, T. Uzer & P. Yanguas en
Adv. Chem. Phys. 2005)
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Motivación

Ionización de Electrones #2
Condiciones iniciales tomadas en la VINH y en sus variedades estable e
inestable

(T. Uzer, C. Jaffé, J. Palacián, P. Yanguas & S. Wiggins en Nonlinearity 2002)
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Motivación

Ionización de Electrones #3
Trayectorias de dos electrones muy cercanos entre sı́ en el espacio fásico que
se aproximan a la silla donde va a tener lugar la ionización

(C. Jaffé, S. Kawai, J. Palacián, T. Uzer & P. Yanguas en
Adv. Chem. Phys. 2005)

J.F. Palacián (UPNa) Estrategias Computacionales para el ET 23/10/08 11 / 69



Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #1

Comenzamos con un sistema hamiltoniano del tipo:

H =
∑n−1

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ λ qn pn

+ f1(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1, I)

+ f2(q1, . . . , qn−1, p1 . . . , pn−1)

donde

(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) denotan coordenadas canónicas;

I ≡ pn qn;

f1, f2 son funciones de orden al menos tres;

f1(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1, 0) = 0.
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #2

El hamiltonianoH tiene un punto de equilibrio en el origen:

La variedad central del origen es de dimensión 2 n− 2 y viene dada por
pn = qn = 0.

La variedad estable del origen tiene dimensión 1 y es:

qi = pi = 0, i = 1, . . . , n− 1, qn = 0.

La variedad inestable del origen es de dimensión 1:

qi = pi = 0, i = 1, . . . , n− 1, pn = 0.
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Dinámica de la parte lineal

(T. Uzer, C. Jaffé, J. Palacián, P. Yanguas & S. Wiggins en Nonlinearity 2002)

centro × · · · × centro × silla

Equilibrios inestables: Sillas de rango uno

J.F. Palacián (UPNa) Estrategias Computacionales para el ET 23/10/08 15 / 69



Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #3

La superficie de energı́a es:

E =
∑n−1

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ λ qn pn

+ f1(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1, I)

+ f2(q1, . . . , qn−1, p1 . . . , pn−1) = h = C > 0.

La variedad invariante normalmente hiperbólica (VINH) es la intersección de
la variedad central del origen con la superficie de energı́a
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #4

La VINH asociada conH viene dada por:

M2 n−3
h =

{
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) | qn = pn = 0,∑n−1

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ f2(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1)

= h = C > 0
}
.
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #5

1 La VINH actúa como un punto silla multidimensional.
2 Su dimensión es 2 n− 3.
3 Se aproxima mediante formas normales de orden alto.

En la VINH las velocidades de contracción y expansión correspondientes a la
dinámica (lineal) transversal a la esfera de dimensión 2n− 3 dominan a las
correspondientes a la dinámica (lineal) tangente a dicha esfera.
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #6
La variedad estable de la VINH es:

Ws
(
M2 n−3

h

)
=

{
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) | qn = 0,∑n−1

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ f2(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1)

= h = C > 0
}
.

La variedad invariante de la VINH es:

Wu
(
M2 n−3

h

)
=

{
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) | pn = 0,∑n−1

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ f2(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1)

= h = C > 0
}
.

Son objetos invariantes de dimensión 2 n− 2 que actúan como
separatrices multidimensionales. Se globalizan numéricamente
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #7

El estado de transición se obtiene tomando qn = pn:

T S2 n−2
h =

{
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) | qn = pn,∑n−1

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ f1(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1, p2
n)

+ f2(q1, . . . , qn−1, p1, . . . , pn−1) = h = C > 0
}
.

1 Las trayectorias que cruzan el estado de transición corresponden a
trayectorias reactivas.

2 El estado de transición es “una superficie de no retorno” que existe en el
hamiltoniano original.

3 El estado de transición es una esfera de dimensión 2 n− 2, es de
codimensión uno en la superficie de energı́a.

4 Todas las trayectorias que reaccionan han de hacerlo a través del
estado de transición.
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #8

Proyección de una partı́cula reactiva en el plano qn-pn

NHIM

Stable manifold of the NHIM

Unstable manifold of the NHIM
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Teorı́a del Estado de Transición #9

Proyecciones de los segmentos reactivos (izquierda) y productos (derecha)
de trayectorias progresivas y regresivas

(C. Jaffé, S. Kawai, J. Palacián, T. Uzer & P. Yanguas en Adv. Chem. Phys. 2005)
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Formas Normales #1

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales:
d x
d t

= f(x; t),

donde la función f ∈ C∞ se escribe como:

f : D ⊆ Rn × R −→ Rn

(x, t) 7→ f(x; t),

el objetivo es encontrar la mayor cantidad posible de información de él:
soluciones aproximadas, equilibrios, soluciones periódicas y otras estructuras
invarantes, analizar la integrabilidad del sistema, clasificar las bifurcaciones
paramétricas, estudiar propiedades fı́sicas del problema, . . . .

En general

f(x; ε, t) =
∑

n≥0

εn

n!
f n(x; t), |f 0| � ε |f 1| �

ε2

2
|f 2| �

ε3

6
|f 3| � . . . .
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Formas Normales #2

La función f corresponde a un campo vectorial hamiltoniano si n es par,
x = (q, p) y existe un campo escalar

H(q, p; ε, t) =
∑

n≥0

εn

n!
Hn(q, p; t), |H0| � ε |H1| � ε2 |H2|/2� . . . ,

tal que: 
d q
d t

=
∂H
∂p

d p
d t

= −∂H
∂q

.

SiH(q, p; ε, t) no depende explı́citamente del tiempo el problema se dice
autónomo yH es una primera integral del campo vectorial, i.e. es constante
sobre las soluciones.
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Formas Normales #3

La transformación x = X(y; ε) relaciona las coordenadas antiguas x con las
nuevas, y, y es una transformación cercana a la identidad.

El cambio directo viene dado por:

x = X(y; ε) = y +
∑

n≥1

εn

n!
y(n)

0

con y(0)
0 ≡ y, y(0)

n ≡ 0 si n ≥ 1.

El cambio inverso es:

y = Y(x; ε) = x +
∑

n≥1

εn

n!
x(n)

0

con x(0)
0 ≡ x, x(0)

n ≡ 0 si n ≥ 1.
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Sillas de Rango Uno Un Poco de Teorı́a

Formas Normales y la Teorı́a del Estado de Transición

Una vez que la normalización se ha efectuado se calculan expresiones
explı́citas de la VINH, sus variedades estable e inestable y el estado de
transición en el sistema original, i.e., en las coordenadas

(Q,P) = (Q1, . . . ,Qn,P1, . . . ,Pn)

en términos de las coordenadas “normalizadas”, i.e.,

(q, p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn).

Primero se necesita calcular el cambio directo que relaciona (Q,P) con (q, p).

La VINH se obtiene haciendo qn = pn = 0.
La variedad estable de la VINH se obtiene como qn = 0.
La variedad inestable de la VINH se calcula haciendo pn = 0.
El estado de transición se consigue haciendo qn = pn.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Una Reacción Quı́mica

ProductosReactivos

Unas sustancias iniciales llamadas reactivos, se transforman en otras
sustancias distintas llamadas productos
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Cianido/Isocianido de Hidrógeno

Cianido de hidrógeno           Isocianido de hidrógeno

Proceso de isomerización en una molécula triatómica:

Los átomos de carbono y nitrógeno se “revuelven” entre sı́
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Hamiltoniano en Coordenadas de Jacobi #1
(C. Jaffé, S. Kawai, J. Palacián, T. Uzer & P. Yanguas en Adv. Chem. Phys. 2005)

Utilizando las simetrı́as del problema molecular de tres cuerpos,
podemos reducirlo a otro equivalente de cuatro grados de libertad.
Eliminamos el cuarto grado de libertad que es la proyección del
momento angular en un eje.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Hamiltoniano en Coordenadas de Jacobi #2
H = T (pr, pR, pγ , r,R) + V (r,R, γ)

T (pr, pR, pγ , r,R) es la energı́a cinética:

T (pr, pR, pγ , r,R) =
1

2µ
p2

r +
1

2m
p2

R +
1
2

(
1
µ r2 +

1
m R2

)
p2
γ :

1 µ =
mCmN

mC + mN
,

2 m =
mH (mC + mN)
mH + mC + mN

.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Hamiltoniano en Coordenadas de Jacobi #3

V (r,R, γ) = V2 1 + V2 2 + V2 2 + V2 3 + V3 es la energı́a potencial:

V2 i (Ri) = −De,i e−a1,i(Ri−R0,i)
n∑

k=0

ak,i (Ri − R0,i)
k ,

con De,i, ak,i, R0,i constantes

V3(RCN ,RCH,RNH) = V0
I S (R)P (R) :

1 S (R) =
∏

CN, CH, NH

(
1− tanh Γi(Ri−Si)

2

)
,

2 P (R) = 1 +
∑

i cisi +
∑

j≤i cijsisj + ... con

si =
∑

j=CN, CH, NH ε
j
i (Rj − Sj),

V0
I , Γi, Si, ci, cij y εj

i constantes.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Equilibrios

Los equilibrios de interés son los dos centros primeros (isómeros) y la silla
que existe entre ellos

λ1 λ2 λ3

HCN 6.61679i 4.07866i 1.40293i
HNC 7.27826i 3.95081i 0.94732i
silla 5.99066i 4.28245i 2.1828

silla 2 6.95079i 4.14571i 0.881658
pozo 2 6.76476i 4.32309i 0.865383i

Como no hay resonancias entre las frecuencias relacionadas con las
direcciones centrales la forma normal desacopla todos los grados de libertad
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Estimación del Error Global

Fijamos un entorno del punto silla, tomamos una malla de mil puntos

‖x‖ = ‖(r,R, γ, pr, pR, pγ)‖ ≤ 1/10

y componemos el hamiltoniano transformado con el cambio inverso:

|K(Y(x))− H(x)| = E(x) = En+1(x) +O(‖x‖n+2).

El error relativo, En+1(x)/|H(x)|, da

grado 6 1.29213007443539...× 10−6

grado 8 6.11697267980442...× 10−9

grado 10 3.59895106669204...× 10−11

grado 12 2.40051197399321...× 10−13

grado 14 1.68453534935848...× 10−15

grado 16 1.15694797242359...× 10−17
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Cuantización de la Forma Normal

Como la normalización es total, se consiguen tres integrales aproximadas del
hamiltoniano original: I1, I2 e I3

I1 corresponde al g.l. no reactivo relacionado con el movimiento
vibratorio de H (distancia R).
I2 corresponde al g.l. no reactivo relacionado con la extensión entre los
átomos C y N (distancia r).
I3 corresponde al g.l. que reacciona, relacionado con el movimiento
angular a través de γ.

1 Los paréntesis de Poisson cumplen {Ij,H} ≈ 10−17 para puntos en una
bola de radio 1/10 centrada en la silla.

2 Se cuantizan los grados de libertad no reactivos sin necesidad de
recurrir a formas normales cuánticas.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Reacción Dinámica: Isomerización del HCN

(C. Jaffé, S. Kawai, J. Palacián, T. Uzer y P. Yanguas en Adv. Chem. Phys. 2005)
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Simulación: Dos Trayectorias en el Espacio Fásico

(C. Jaffé, S. Kawai, J. Palacián, T. Uzer & P. Yanguas en Adv. Chem. Phys. 2005)
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 1: Isomerización del Cianido de Hidrógeno

Simulación: Trayectoria Cruzando el ET

Proyección en el sistema de coordenadas r − R− pR.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#1

Se estudia la dinámica de un átomo de hidrógeno perturbado por una
superficie metálica y un campo eléctrico uniforme de fuerza f > 0.

El núcleo atómico se considera de masa infinita y lo colocamos en el
origen de coordenadas.

La superficie metálica está en el plano z = −d y el campo eléctrico es
perperdicular a esta superficie.

Las interacciones con la placa metálica ocurren lejos de la superficie y el
potencial originado por la interacción superficie–átomo tiene una forma
simple.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#2
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#3

A medida que el átomo se aproxima a la superficie su electrón más
externo es capturado por la superficie y el átomo ioniza.

Después, el ion positivo es atraı́do por la superficie, y neutralizado.

¿A qué distancia de la placa y cuándo tiene lugar la ionización?

Se coloca un campo electrostático para contrarrestar el efecto de la
atracción metálica.

Ası́, experimentalmente se puede observar la distancia y el instante de la
superficie en donde tiene lugar la ionización.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#4
Sistema hamiltoniano:

H =
P2
ρ + P2

z

2
+

P2
φ

2 ρ2 -
1√

ρ2 + z2
+

1√
ρ2 + (2 d + z)2

-
1

4 (d + z)
+ f z

El punto silla PS es el canal de ionización a través del cual el electrón
puede ser capturado por la superficie
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#5

Bifurcaciones tenedor de soluciones periódicas

(M. Iñarrea, V. Lanchares, A.I. Pascual, J. Palacián, J.P. Salas & P. Yanguas
en Phys. Rev. A 2007)
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#6

Si ε > εs (energı́a en la silla) el electrón puede ser capturado por la
superficie metálica.
I− es la primera órbita que ioniza.
Las órbitas dentro de la isla alrededor de I+ sobreviven porque están
aisladas del canal de ionización.
A medida que f aumenta la probabilidad de ionización crece.

s =-2
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#7

ET y VINH

TS

z

z

ρ z

ρ

NHIM
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#8

ET, VINH y sus variedades estable e inestable

NHIM
TS

Stable manifold of the NHIM

Unstable manifold of the NHIM

(M. Iñarrea, V. Lanchares, A.I. Pascual, J. Palacián, J.P. Salas & P. Yanguas
en Phys. Rev. A 2007)
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#9

Probabilidad de ionización (fijado un valor de ε): P =
Ve

V0

Ve es el volumen del espacio fásico correspondiente a las trayectorias de
escape.

V0 es el volumen total del espacio fásico en un entorno del átomo.

1 Si Vhcube es el volumen de un hipercubo que contiene todo el átomo, nt el
número total de condiciones iniciales y nin las condiciones iniciales dentro
del átomo: V0 =

nin

nt
Vhcube

2 Ve = 〈t〉 φTSc , siendo φTSc = 2π J (J la acción correspondiente al g.l. que
no reacciona) y 〈t〉 el tiempo promedio que les cuesta a las trayectorias
alcanzar TSe.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica

Ejemplo 2: Átomo de Hidrógeno en una Superficie Metálica
#10

La eficiencia de tomar condiciones iniciales únicamente en TSc frente
a tomarlas en todo el espacio fásico es mayor que 1:1000
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3 Sillas de Rango Mayor que Uno
Nueva Versión del Estado de Transición
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser

Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser #1

Hamiltoniano de Henón y Heiles con una perturbación producida por un láser

H = 1
2

(
px

2 + py
2
)

+ 1
2

(
x2 + y2

)
+ x2y− 1

3 y3 + E(t) exp(−αx2 − βy2).

E(t) =− ∂

∂t
A(t),

A(t) =

 −A0 cos2
( ωt

2N

)
sen (ωt + φ) (si |t| < Nπ

ω
)

0 (en otro caso).

A!t" = #− A0 cos2$ !t

2N
%sin!!t + "" $for &t& #

N$

!
%

0 !otherwise" .
'
!73"

The parameters ! and A0 are the laser frequency and the
amplitude, respectively. The phase " is called the carrier-
envelope phase.14,32 The parameter N is the number of cycles
contained under the envelope. This pulse satisfies the zero-
area condition (−%

+%E1!t"dt=0. We use !=3, A0!=0.1, N=4,
and "=$, which we found to exhibit the effect of the laser
field most clearly. Thus, the laser frequency ! is three times
the “molecular” frequency !0=1 of small vibrations around
the origin. With this choice of parameters, the external field
is zero for &t&&4.189.

We sample initial conditions for our numerical trajectory
study on the surface defined by

31/2x − y = 3, !74"

at the initial time t0=−4.2, just before the onset of the pulse,
and with the initial energy E0=0.3. !Note that the energy is
well defined before the pulse starts." These initial conditions
can be specified by the parameters

q =
defx + 31/2y

2
, !75"

p =
def px + 31/2py

2
, !76"

which coincide with the canonical normal mode coordinates
of the bath mode at SR.

An example of the unit conversion from our scaled units
to conventional units can be given as follows: One of length,
mass, and time in our units may correspond to 1.6 a.u.
!=0.84 Å", 1837 a.u. !=1.7'10−27 kg", and 220 a.u.
!=5.3 fs", near the time scale of proton motion !)7 fs", re-
spectively. This makes the unit of energy 0.096 a.u.
!=60 kcal/mol". Thus the barrier height !1/6 in our scaled
units" becomes 0.016 a.u.=10 kcal/mol, which is in the right
order of the realistic systems.33,34 The harmonic frequency at
the center becomes 220−1=0.0046 a.u., corresponding to

1000 cm−1. Thus, our initial energy of 0.3, which corre-
sponds to 0.029 a.u. !=18 kcal/mol=6300 cm−1", is larger
than the zero point energy of 500 cm−1.

As described above, the outcome of a reaction is deter-
mined by the channel in which a trajectory finally leaves the
interaction region. Figure 5 shows the final channel as a
function of the initial condition !q , p". In the absence of the
external field, as shown in Fig. 5!a", there is a symmetry
between the channels A and B: The reflection !q , p"! !−q ,
−p" interchanges their roles, as should be expected from the
symmetry of the Hénon-Heiles system. The time-dependent
driving, which is anisotropic because (!) in Eq. !71",
breaks this symmetry, as can clearly be seen in Fig. 5!b".
There is an asymmetric shift of the phase space regions that
lead into different final channels, as can most clearly be seen
in the regions around !q , p"= !±0.22,0". In addition, the
branching ratio, that is, the total production of B divided by
that of A, is increased to 1.075. This is precisely the effect
that needs to be understood in detail if one wishes to control
the outcome of a reaction through a suitably tailored laser
pulse.

The most conspicuous feature of Fig. 5 is the existence
of several different regions, or “islands,” of initial conditions
that lead into the same final channel and that intertwine with
the islands of the other channels in a complicated manner. As

FIG. 4. The electric field !72" used to drive the Hénon-Heiles system.

FIG. 5. !Color online" Initial conditions that result in product A, product B,
or a return into the reactant channel are shown by medium !red", dark !blue",
and light !gray" colors. !a" Without an external field. !b" With the driving
field !72". The external field distorts the pattern of islands and breaks the
symmetry between channels A and B.

164306-8 Kawai et al. J. Chem. Phys. 126, 164306 "2007#
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser

Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser #2

Control de reacciones quı́micas a través de impulsos de láser.

Es importante poder predecir el devenir de una trayectoria (si va a salir
por un canal u otro) sin efectuar ninguna integración numérica.

Con la tecnologı́a actual se pueden dar impulsos en una escala temporal
del orden de picosegundos.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser

Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser #3

Como se necesitan muchos modos de Fourier para un correcto tratamiento del
problema, es inviable un procedimiento de formas normales dependientes del
tiempo.

A partir de la transformada de Fourier de f (t):

f̂ (ω) =
1

(2π)1/2

∫ +∞

−∞
f (t) exp(−Imωt)dt,

f (t) =
1

(2π)1/2

∫ +∞

−∞
f̂ (ω) exp(Imωt)dω,

se define el funcional S [µ, f ](t):

S [µ, f ](t) def=
1

(2π)1/2

∫ +∞

−∞

f̂ (ω)
−µ+ Imω

exp(Imωt)dω.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser

Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser #4

1 Se hace un cambio de coordenadas lineal introduciendo S [µ, f ](t).

2 En el transcurso de los cálculos no se sustituye S [µ, f ](t) hasta el final.

3 Se efectúa una forma normal dependiente del tiempo que desacopla la
parte hiperbólica de la central.

4 El procedimiento vale para sillas de rango uno y dimensión n y cualquier
dependencia temporal periódica.

5 Se calculan las estructuras geométricas aumentando en uno la dimensión.

El procedimiento funciona bien para casos en los que no es necesario una
forma normal a orden muy alto pero sı́ mucha precisión en la dependencia

temporal originada por la fuerza externa.
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser

Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser #5

(S. Kawai, A.D. Bandrauk, C. Jaffé, T. Bartch, J. Palacián & T. Uzer en J. Chem.
Phys. 2007)

Se utilizan 4096 términos armónicos (modos) del desarrollo de Fourier
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Sillas de Rango Uno Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser

Ejemplo 3: Reacciones Controladas por Láser #6

Escape de trayectorias: el efecto del láser es romper la simetrı́a entre los
canales A y B.

(S. Kawai, A.D. Bandrauk, C. Jaffé, T. Bartch, J. Palacián & T. Uzer en J. Chem.
Phy. 2007)

Una meta es el control de reacciones quı́micas mediante la manipulación de
las variedades estables e inestables de la VINH mediante la aplicación
conveniente de láseres.
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Sillas de Rango Mayor que Uno Generalización del Estado de Transición

Nueva Versión del Estado de Transición #1

Es muy interesante aplicar las teorı́as anteriores a sillas de rango mayor que
uno, es decir, equilibrios con linealización:

centro× . . .× centro× silla× . . .× silla

1 El estado de transición formulado como antes no separa el espacio fásico
convenientemente.

2 No se puede aplicar, por tanto, la teorı́a existente.
3 Existen ejemplos de interés en varios campos.
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Sillas de Rango Mayor que Uno Generalización del Estado de Transición

Generalización del Estado de Transición #2

Diversos problemas en los que aparece más de una silla

En Mecánica Celeste:
1 Problemas de tres cuerpos donde uno de ellos es un giróstato.
2 Problema de tres cuerpos restringido y completo (uno de los primarios es

una esfera y el otro un elipsoide triaxial).
3 Problema de tres cuerpos restringido caso elı́ptico espacial, alrededor de

L1, L2 y L3.

En Dinámica Molecular y Fı́sica Atómica:
1 Potenciales de Lennard–Jones para modelizar reacciones moleculares con

un número alto de átomos.
2 Un átomo de helio en un campo eléctrico.
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Sillas de Rango Mayor que Uno Generalización del Estado de Transición

Generalización del Estado de Transición #3

(Con S. Kawai)

Problema de tres cuerpos restringido caso elı́ptico espacial:

Después de linealizar alrededor de L1, L2 yL3 se usa Teorı́a de Floquet
simpléctica para convertir la parte cuadrática (periódica) del hamiltoniano en

otra autónoma; los multiplicadores caracterı́sticos de las soluciones periódicas
pueden ser:

centro × centro × silla
centro × silla × silla
silla × silla × silla

Sorpresa, sorpresa

Aparece al considerar casos con la excentricidad de los primarios
moderadamente alta: útil para exoplanetas, misiones espaciales alrededor
de cometas, asteroides, etc.
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Sillas de Rango Mayor que Uno Generalización del Estado de Transición

Generalización del Estado de Transición #4

Para cada Li se han calculado 1600 matrices de monodromı́a

L1 L2 L3

1 Estudio de las bifurcaciones de órbitas periódicas.

2 Evolución de la VINH según los parámteros e y µ.

3 ¿Cómo es el estado de transición y resto de estructuras si las sillas son de
rango dos?
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Sillas de Rango Mayor que Uno Generalización del Estado de Transición

Generalización del Estado de Transición #5

(Con C. Jaffé, G. Haller, T. Uzer y P. Yanguas)

La parte cuadrática del hamiltoniano es:

H2 =
∑n−2

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ λn−1qn−1pn−1 + λnqnpn

y además

|λn−1| < |λn|
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Sillas de Rango Mayor que Uno Generalización del Estado de Transición

Generalización del Estado de Transición #6

En el caso lineal:

M2 n−3
h =

{
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) | qn = pn = 0,∑n−2

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ λn−1 qn−1 pn−1 = h = C > 0
}
.

T S2 n−2
h =

{
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) | qn = pn,∑n−2

i=1

ωi

2
(
p2

i + q2
i
)

+ λn−1qn−1 pn−1 = h = C > 0
}
.

Para el caso no lineal se utiliza el concepto de variedades pseudo-estables y
pseudo-inestables
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Sillas de Rango Mayor que Uno Generalización del Estado de Transición

Generalización del Estado de Transición #6

La VINH no es compacta porque tiene una dirección hiperbólica.

El resto de variedades se define de manera parecida al caso de rango uno.

Se pierde analiticidad y unicidad de las variedades.

Hemos generalizado el procedimiento al caso de m sillas con m > 2.

1 El estado de transición tiene dimensión 2n− 2 y el resto de variedades,
igual que en el caso de rango uno.

2 Si la función original es de clase Cr, las variedades son de clase C r̄ con

r̄ = máx(Int(λn/λn−1), r)
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Ejemplo 4: Átomo de Helio #1

Ionización de un átomo de helio con un campo elétrico
Hamiltoniano inicial:

H =
1
2

(
P2
ρ1

+
P2
φ1

ρ2
1

+ P2
z1

)
+

1
2

(
P2
ρ2

+
P2
φ2

ρ2
2

+ P2
z2

)
− E(t)(z1 + z2)

− 2√
ρ2

1 + z2
1

− 2√
ρ2

2 + z2
2

+
1√

ρ2
1 + ρ2

2 − 2ρ1ρ2 cos(φ1 − φ2) + (z1 − z2)2
.

El problema es de cinco grados de libertad, y se hace autónomo eligiendo el
campo eléctrico conservativo.
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Sillas de Rango Mayor que Uno Ejemplo 4: Átomo de Helio

Ejemplo 4: Átomo de Helio #2

1 Hemos calculado las formas normales hasta grado doce. Los errores son
del orden de 10−10.

2 Hemos encontrado el ET, la VINH y el resto de variedades invariantes, e.g.,
soluciones periódicas y toros de distintas dimensiones (toros hiperbólicos).

3 Hemos calculado los grafos de las variedades implementando un método de
Newton sobre las expresiones simbólicas.
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