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INTEGRABILIDAD: OBJETIVO

38 Clasificacion de todos los campos cuadraticos

planos, sin factores comunes, que poseen una
integral primera polinomial.



CONTEXTO

Teoria de Darboux Problema de Poincaré
G. Darboux, Bull. Sci. Math. (1878) H. Poincaré, Rend. Cir. Mat, Palermo (1891)

INTEGRALES PRIMERAS POLINOMIALES

Cuadraticos 3-D. Lotka-Volterra
X=x(Cy+z) Cuadraticos planos. Lotka-Volterra
y=y(x+Az) {)’(:x(al+bnx+b12y)
7=7(Bx+y) y=y(a,+bx+b,y)
S. Labruni, J, Math. Phys. (1996) L. Cairo, J. Llibre, J. Phys. (2000)
J. Moulin-Ollagnier, Bull, Sci. Math. (1997) 7

4

Cuadraticos planos. Sistemas generales
Integrales primeras polinomiales de grado < 4
J. Llibre, X. Zhang, Rocky Mountain J. Math. (2001)




CONDICIONES SUFICIENTES DE
INTEGRABILIDAD

4 TEORIA DE DARBOUX A

# D=m(m+1)/2 curvas algebraicas invariantes garantizan la
integrabilidad de un sistema polinomial de grado m

S A G. Darboux, Bull. Sci, Math. (1878) )

INTEGRABILIDAD REDUCCION

¥ Si existen g curvas algebraicas invariantes

%  INTEGRAL PRIMERA RACIONAL, genéricas cuyos grados sumen m+1, el

J. P. Jouanolou, Lectures Notes in campo es integrable y expresable en términos
Mathematics, (1979) de las curvas algebraicas invariantes
C.J. Christopher, Proc. Roy. Soc. Edinburgh
1994)
¥  INTEGRAL PRIMERA ELEMENTAL, ( _
M. J. Prelle, M. F. Singer. Trans. H. Zholadek, Studia Math. (1995) 7

Amer. Math. Soc. (1983)

# Reduccion del numero de Darboux en funcion
¥  INTEGRAL PRIMERA DE LIOUVILLE, de la naturaleza de los puntos singulares del

M. F. Singer, Trans. Amer. Math. Soc. (1992) SeRpe
J. Chavarriga, J. Llibre, J. Sotomayor,

Exposition. Math. (1997) 7




CONJETURA DE POINCARE

#  Conjetura

sistema

El grado de las integrales primeras polinomiales
minimales correspondientes a un sistema de
grado m esta acotado en funcion del grado del

H. Poincaré, Rend. Cir. Mat. Palermo (1891)

Contraejemplo

X= Xy
3 2 _ 2 - -

e LB (n 1)X+/7 (n 2))(2—(” 2)y2
8 4 8 8

tiene integral primera polinomial minimal

neo 1 N—2 n-2
H(x,y)=x"[(-——-x)-——=y*]
2 2 n

J. Llibre, X. Zhang, Rocky Mountain J. Math. (2001)

Si m.c.d.(PQ)=1 y el campo tiene integral
primera polinomial, entonces existe R factor
integrante polinomial tal que

deg(H)-deg(R)=m+1

deg(H) y deg(R)
no acotados en funcion de m




INVERSO DE FACTOR INTEGRANTE
POLINOMIAL

Si m.c.d.(PQ)=1 y el sistema tiene
integral primera polinomial,
entonces tiene un inverso de factor
integrante polinomial V

Inverso de factor integrante

X=-y[2x*+y?+(x*+y?)*]
y=x[2x?+y?+2(x*+y?)*]

no tiene integral primera polinomial, sin embargo, ° o o
tiene inverso de factor integrante polinomial )
Vix,y)=(x*+y*)(2x*+y*) ‘

J. Chavarriga, H. Giacomini, J. Giné, J. Llibre,
J. Differential Equations (2003) 7




ESQUEMA DEL PROCESO

CAMPOS CUADRATICOS ECUACIONES DIFERENCIALES
PLANOS POLINOMIALES
SIN FACTORES COMUNES

]

'

REDUCCION DE FORMAS CANONICAS
EN LOS CAMPOS
CON INTEGRAL PRIMERA POLINOMIAL

SIMPLIFICACION Y RESOLUCION
POLINOMIAL

CLASIFICACION DE LOS CAMPOS
CON INTEGRAL PRIMERA POLINOMIAL

J. Chavarriga, B. Garcia, J. Llibre, J. S. Pérez del Rio, J. A. Rodriguez,
Polynomial first integral of quadratic vector fields.
J. Differential Equations 230 (2006), n°2, 393-421




FORMAS CANONICAS

FORMAS CANONICAS Dl i)l i) i) v) | vi) vi)lvii)lix)] x)
A.Gasull ,LiRen,J.Llibre |P |1+xy| xy | y+x*| vy |1+x° | -1+x°| x*| «x 1| 0

Rocky Mountain J. Math. (1986)
7

ALGORITMO DE REDUCCION DE FORMAS CANONICAS
1.-Analisis de los coeficientes de grado alto de la ecuacion HP+HQ=0
2.-Simplificacion a través de cambios de variable
3.- Integracion directa, cuando sea posible
4.- Deteccion de factores comunes

Entodos los casos Q =a + bx + ¢y + dx*? + exy +ﬁ/2

/4
/ FORMAS CANONICAS REDUCIDAS \

LAX=r+xy L x=y

y=a+bx+cy+ax’+exy + |~ y =a+oy+adx’

ro{o01} FOQ O{0} d#0

at+b’+d*+r*20
W a-]X =1

y =cy +dx? y = dx?

\ cO0Q d#0 d#0 /




REDUCCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES POLINOMIALES

"

(" Ecuacién general

KH, +VH, +SH =T

\_ deg(H)=n

~

J

Partes homogéneas
H(x,y)=XH(x,y)
/=0

deg(H;) =i

.

Euler
xXH, ., =IiH -yH, ,

N\

N

Separacion de variables

H(x,y) = H(y)x
=0
deg(H.)<n-i

4 n ecuaciones reducidas\

NH, +UH, , =L

m.cd.(N,U) =1

/

.

Identificacion

de grados




TRATAMIENTO DE LAS
ECUACIONES REDUCIDAS

0
U - P
= !:! )
mc.d.(P,P,)=1i%]

/ Cn, =k, tal que \

n-3.n; deg(f;)

:{ ax partes homogéneas
a por separacion de variables/

NH +UH, = L
m.cd.(N,U) =1
deg(H)=n

/

k

L=J[]P"
]

P. divide a U O/

m.cd.(P,P,)=1i#%]
mc.d.(P,7)=1

Cn, <k, tal gque

4 N

k U k

—_ k/' =N,

[N+anpf,y3]W+UWy =J |._|Pf

Jj=1 j /=1
ECUACION SIMPLIFICADA

\W puede calcularse a través de un sistema Iineal/

/

<

k
H=TP"
mcd.(P,W)=1




TEOREMA DE CLASIFICACION

X=(PQ) campo cuadratico sin factores comunes expresado en alguna de las 4 formas canonicas reducidas,
tiene integral primera polinomial de grado n si y solo si se verifica alguna de las siguientes posibilidades.

/) El sistema estd en la Forma 1 y ademas se verifica gue Cp,gON /

I f=(p+g-n)/p+q0Q yrfO(-10]

I (1-f)d(q-p) = pge’

IT  dec(2f -1) = bef

v [(f(p-qg)a+c’pq) +(1-r)(da(2f -1)*-f(f-1)b*)*]

[r+c*+(p-q)*(F+1)’]=0
V. r[b*+d*+a(n-2p-q)*(n-p-q-L)J[(p-q) +(1+2f)°] =0
i) El sistema esta en la Forma 2 y ademas se verifica que CpON / n=3p yc=0

jiif) El sistema estd en la Forma 3 y ademads se verifica que 0p,gUON / n=p+2q y c = -2

iv) El sistema esta en la Forma 4 y ademas se verifica gue CpON / n=3p




RETRATOS DE FASES:OBJETIVO

32 Determinacion de todos los retratos de fases de

los campos cuadraticos planos, sin factores
comunes, que poseen una integral primera
polinomial.



ESQUEMA DEL PROCESO

CAMPOS CUADRATICOS CAMPOS LINEALES
PLANOS PLANOS
SIN FACTORES COMUNES SIN FACTORES COMUNES

PUNTOS SINGULARES COMPATIBLES
CON LA EXISTENCIA DE
INTEGRAL PRIMERA POLINOMIAL

CUADRATICOS CON EQUIVALENTE A UN CAMPO PLANO CON

RETRATOS DE FASES EN LOS CAMPOS - CAMPO HAMILTONIANO TOPOLOGICAMENTE
INTEGRAL PRIMERA POLINOMIAL INTEGRAL PRIMERA POLINOMIAL

deg(X)<2

B. Garcia, J. Llibre, J. S. Pérez del Rio
Phase Portraits of the quadratics vector fields with a Polynomial First Integral,
Rend. Cir. Mat. Palermo serie 2, 55 (2006), n°3, 420-440




RETRATOS DE FASES EN CAMPOS
CUADRATICOS CON INTEGRAL PRIMERA
POLINOMIAL

ALGORITMO PARA DETERMINAR
LOS RETRATOS DE FASES

1.- Puntos criticos finitos
2.- Puntos criticos en el infinito

3.- Curvas algebraicas invariantes
4.- Conexiones de puntos singulare.y
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EQUIVALENCIA TOPOLOGICA CON
LOS CAMPOS HAMILTONIANOS

RETRATOS DE FASES EN LOS CAMPOS

CUADRATICOS HAMILTONIANOS
J. C. Artés, J. Llibre, J. Differential Equations (1994)

TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTES

RETRATOS DE FASES EN LOS CAMPOS
CUADRATICOS CON
INTEGRAL PRIMERA POLINOMIAL




SISTEMAS LINEALES CON INTEGRAL
PRIMERA POLINOMIAL

FORMAS CANONICAS
e I
X=X X=Yy X =1
I-{ IL.-{ III.-{
{yz/ly {y:—X {y:/lX
9 A0Q AOR y

TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTES

FORMAS CANONICAS HAMILTONIANAS

X=X X=Yy X =1

1.-¢ . 2.-< . 3.- .
{y=—y {y=—x {y=/1x
AOR




CONJETURA

; EQUIVALENCIA TOPOLOGICA DE LOS CAMPOS DE GRADO ARBITRARIO CON INTEGRAL
PRIMERA POLINOMIAL CON LOS CAMPOS HAMILTONIANOS

O



CICLOS LIMITE:OBJETIVO

$¥ Utilizando la teoria del promedio se trata de actualizar la
cota inferior del nimero de ciclos limite rodeando un
Unico punto singular, perturbando adecuadamente el
centro:

Xx=-y[(a+1)x*+ay’+b]

yv=x[(a+1)x*+ay’+b] ab # 0



EL PROBLEMA 16 DE HILBERT

2¢éCual es el numero maximo L,, de ciclos limite
de los campos polinomiales de grado m y cual la
disposicion relativa de los mismos en el plano?

D. Hilbert, Bull. Amer. Math. Soc. (1902)

O



CICLOS LIMITE Y BIFURCACIONES

CAMPO POLINOMIAL CON UN CENTRO PERTURBACION DEL CAMPO
X=-yR(x,y) X=-yR(x,y)+ep(x,y)
y=xR(x,y) # V=XxR(x,y)+eq(x,y)

] deg(X)=m
ORBITAS DEL ANILLO DE PERIODOS » CICLOS LIMITE

METODOS PARA DETERMINAR CICLOS LIMITE
POR BIFURCACION DE UN CENTRO 4 N\

L = node ciclos limite
¥ INTEGRALES ABELTANAS
— no°de ciclos limite

3 INVERSO DE FACTOR INTEGRANTE L:n = ..
rodeando un unico
¥ TEORIA DEL PROMEDIO punto singular /




TEORIA DEL PROMEDIO

ECUACION INICIAL ECUACION PROMEDIADA
x=ef(x,t)+&9(x,t, &) y=ef®(y) y(0) = X,
X(0) = x 1 .7

Q) =X, f(O)(Y):?Io f(y,¢ ) dt

En condiciones adecuadas de regularidad se tiene que:
(0)
# Si P, es un punto singular de la ecuacién promediada y det[a— (p,)/ #0

entonces el sistema inicial tiene una érbita periédica aislada y,(t) =p, +O( &)

# Si P, es hiperbdlico, entonces ), estambién hiperbdlica con el mismo tipo de

estabilidad que P,

4

. B

Las orbitas periodicas obtenidas por
bifurcacion se pueden analizar a traves
de Jos ceros de una funcion.




ESQUEMA DEL PROCESO

CAMPO PLANO
PERTURBADO

X=-yR(x,y)+ep(x,y)
V=XR(x,y)+eq(x,y)

NUMERO DE CICLOS LIMITE CUANDO
R(x,y)=(a+L)x*+ay’>+b
ab#0

ACTUALIZACION DE LA COTA INFERIOR DE L/rn

B. Garcia, J. Llibre, J. S. Pérez del Rio, On the number of limit cycles surrounding
a unigue singular point for polynomial differential systems of arbitrary degree.
Aparecera en Nonlinear Anal., Ser. A: Theory, Methods & Applications




FUNCION DE PROMEDIO

SISTEMA CUBICO PERTURBADO
X=-y[(a+L)x*+ay*+b]+ep(x,y) b %0 ’
a
y=x[(a+Dx*+ay’+b]+eq(x,y)

cambio de variable a
] coordenadas polares
FUNCION DE PROMEDIO

(727 '
F(r)=r Y S bIWVS (r)r

j=0 k=0

FUNCIONES S,(7)

CGA (2 ()
SWlr) =2 [/}wwmmw S k=20

con A(r) :a+%




NUMERO DE CICLOS LIMITE

ALGORITMO PARA DETERMINAR EL NUMERO DE CICLOS LIMTE

Jj+1)

1.- Los coeficientes b,f se pueden elegir de forma arbitraria

o 9 _ j:0/1/"/[E-] 1 m - 1
2 Las funciones { S, (1) r™=2 J/ar 47 constituyen N(m) =

funciones linealmente independientes

3.-La funcion F(r) tiene al menos N(m) -1 ceros simples en €l intervalo (0,r)

"2+ 4)([”’2'1] +1)

4

¥ Si  tenemos p+1 funciones analiticas
linealmente independientes y una de ellas de
signo constante en un intervalo real U,
entonces existe alguna combinacién lineal de

esas funciones que posee p ceros simples en U NUMERO DE CICLOS LIMITE

- ([’”7‘1J + 4)([”77‘11 +1) -1

B. Coll, A. Gasull, R. Prohens, Dyn. Contin. =
Discrete Impuls. Syst. Ser. A: Math. Anal. (2005) 7 2




ACTUALIZACION DE LA COTA
INFERIOR DE CICLOS LIMITE L"_

4 %(m +1)(m+7)-1 si mimpar

B. Garcia, J. Llibre, J. S. Pérez del Rio,
Nonlinear Anal,, Ser. A: Theory, Methods & Applications

:—ém(m+6) Ssi-m par

B. Coll, A. Gasull, R. Prohens, Dyn. Contin.
\_ Discrete Impuls. Syst. Ser. A: Math. Anal. (2005)

PROPIEDADES DE LA COTA L(m )
i)L(1)=1 y L(2j+1)=L(2j-1)+j+2
H)L(2)=2 y L(2j+2)=L(2j)+]+2
i)L(2j+1)=L(2j)+j+1, paraj=12,.
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