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¢, Qué es una vela solar ?

* Una vela solar es un nuevo sistema de propulsion. El impacto de
los fotones emitidos por el Sol y su reflexion sobre la vela aceleran
la nave espacial.

* Supondremos que la superficie de la vela es plana y
perfectamente reflectante. Entonces la fuerza de la vela es la
direccidon normal a la superficie de ésta.

1_lu —»>2—»

Foeta = 6 <775, n) mn.
rps

* La fuerza de la vela estard parametrizada por dos angulos (o y §)
que definen su orientacion, y la constante 3 que nos mide la
efectividad de la vela.
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Ecuaciones del Movimiento

Estamos inferesados en el movimiento de una vela solar en el sistema
Tierra - Sol. Hemos usado el RTBP anadiendo la fuerza de la radiacion

solar para modelar la dindmica de la vela solar.

. : T — U r+1—pu 1—n
T o= 29+x—(1—p)—5— —p—sy + 8—
Tps T'PE Ips
. : 1— 1—p,
j = —2-fv+y—< 3M+3L>y+ﬁ s (T's, 1
T'ps T'pPE 'ps

1 — 1 —
5 = —( S )z+ﬂ (s, i) .,

3 3 2

Tps PR 'ps

donde,

e = cos((z, ) + &) cos((z, 3, 2) + 6).
n, = sin(¢(z,y) + a) cos(Y(x,y, z) + 9),

N, = Sin(w(xa Y, Z) + 6)
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Puntfos de Equilibrio

® EI RTBP fiene 5 puntos de equiilibrio (L;). Para 3 peqgqueno, estos 5
puntos son reemplazados por 5 familias de puntos de equilibrio
parametrizadas por los dngulos a y 4.

®* A medida que S crece, algunas de estas familias se unen. Luego
los puntos de equilibrio estdn en dos superficies, S; y S,. Se puede
ver que S, es difeomorfa a una esfera y S, es difeomorfa a un toro
alrededor del Sol.
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Un caso parficular

® Desde este momento fijamos a = 0 y dejamos § libre. En particular,
sOlo consideramos variaciones verticales en la orientacion de la

velaq.
AN At
Lq 3
°
\/SLQ U SLl ‘ SLv

®* En este caso tenemos tres familias de puntos fijos en el plano y = 0.
Uno puede ver gue todos estos puntos de equilibrio son del tipo
centroxcentroxsilla.,
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* Nuestro objetivo es entender la dindmica en un entorno del punto
de equilibrio. En particular, gueremos encontrar frayectorias que
permanezcan cerca del punto de equilibrio.

®* Para ello haremos la reduccion a la variedad central.

® Calcularemos el grafo de la variedad central alrededor del punto
de equilibrio, sin usar el cardcter Hamiltoniano del sistema.
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Reduccion a la Variedad Central

Con un cambio lineal adecuado, las ecuaciones alrededor del punto
de equilibrio se pueden escribir como,

T = Ax+ f(x,y), R4,
y = By+g(z,y), yeR?,

donde A es una matriz eliptica, B es hiperbdlica, y f(0,0) = ¢(0,0) =0

y Df(0,0) = Dg(0,0) = 0.

®* Queremos encontrar y = v(x), con v(0) = 0, Dv(0) = 0, la expresion
local de la variedad central.

* El flujo restringido sobre la variedad central vendrd dado por,
i = Az + f(z,v())
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Reduccion a la Variedad Central

Para encontrar y = v(x) substituimos esta expresidon en las ecuaciones.
Entonces v(x) debe satisfacer,

Dv(x)Ax — Buv(x) = g(z,v(x)) — Dv(x) f(z,v(x)). (1
Tomamos,
v(z) = (Z U1,k$k, Z ’UQ,kCEk) ; ke (NU {O})47
k| >2 k[ >2

expansion en serie de potenicias.

Entonces la parte izquierda de la ecuacidn es un operador lineal con
respecto a v(x) y la parte derecha es no lineal.
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Reduccion a la Variedad Central

La parte de la izquierda de la ecuacion (1),

L(x) = Dv(z)Ax — Bv(x),

diagonaliza si A y B son diagonales.
En parficular, si tomnamos A = diag(iwy, —iws, iws, —iws) Y B = diag(\, —\),

( Z (iwlkl — iw1k2 + iCUng — iW2k4 — )\)Ul,kzk \

L(z) = |k|>2
Z (iwlkl — iwlkg + iCL)ng — iW2k4 —+ )\)Ug,kak

\ k=2 J
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Reduccion a la Variedad Central

La parte de la derecha de la ecuaciod (1),

g(CIZ, U(ZE)) o Dv(a:)f(x, U(Jf)),

la expresaremos como,

donde los h; ;, dependen de |os v; ; de una manera conocida (¢ = 1, 2).

* Se puede ver que para un grado fijo |k| = n, l0s h; ,, dependen sdlo
de los v; ; tales que |j| < n.
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Reduccion a la Variedad Central

lgualando grado a grado los términos de la derecha con los de |a
izquierda de la ecuacidn (1) encontraremos los valores de los v; ; de
mManera iterativa, resolviendo un sistema diagonal para cada grado.

Observaciones:

® Es importante tener una manera eficaz de encontrar los h; i, para
poder llegar a drdenes altos.

®* No es recomendable expandir f(x,y) Y g(x,y). y luego componer
con y = v(x). Hay que buscar maneras alternativas, mas eficaces
en cuestion de fiempo computacional.

* Las matrices Ay B no tienen por qué ser diagonales, aungue si nNo
lo estdn tendremos que resolver un sistema lineal grande a cada
PAsO.
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Caso Particular (o = 6 = 0)

El campo se puede expresar como,

Po= 24+ (1+2e)z+ Y carr(p, B)(n+ DTz, y,2),
n>2
j = —2+(1—c2)y+y ) car1(pB)Ru1(z,y,2),
n>2
Z = _CQZ+ZZCH+1(M76)RH—1(:U7Q7 Z):

n>2

Donde T,, y R,, son polinomios homogéneos de grado n, que se
calculan de forma recurrente,

2n — 1 —1
Ty = nn xlyn_—1 — n ($2 + y2 + Z2)Tn—27
con T():l, T, = x.
2n + 3 2n + 2 n+1, o 2 2
Rn: Rn — n Rn—7
nt2 LT T (2" + 4"+ 27) Ruo
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Primero delbbemos hacer un cambio lineal para diagonalizar la parte
lineal,

(xaya <, jjaya Z)T — C(ZIZ‘17ZE2,£C3,ZU4,£C5,ZC6)T,

( T \ ( 1wy \ ( T \ ( fi(z1,...,x¢) \
T2 —lw1 X2 fo(z1,...,x6)
T3 | _ 1wo T3 N fs(x1,...,x¢)
T4 —iws T4 fa(x1, ..., x6)
T A x5 g1(x1,...,x6)

\ Tg ) K —A ) \ Tg ) \ g2(x1,...,26) )

Consideramos & = (x1,x2,x3,24) Y ¥ = (Y1,y2) = (5, Tg). QUEremMos

encontrar,
_k _k
Yy = Z U1,kL Yz = Z V2 kL,
|k|>2 |k|>2

que satisfagan la ecuacion de invariancia.
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* Las funciones f(z,y) Y g(Z,y) provienen de aplicar un cambio linedl
d Zn22 Cnt1(n+ 1)1,y ZnZQ Cnt1l8n—1.

* Porlo tanto, f(z,y) Y g(Z,y) se pueden calcular de manera
recurrente.

* Finalmente, f(z,v(z)) Yy g(Z,v(Z)) también se pueden calcular de
manera recurrentfe componiendo esfas recurrencias con v ().

Por ejemplo,
o, = 1, Ty = z(Z,v(x)),
2n — 1
T, = 2z 0(&) Tt —
n
n—1
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Manipulacion Simbdlica

Tenemos que trabajar con polinomios de cuatro variables.

P(x) = Z ez’ ke (Nu{oh?*

Guardaremos los polinomios como un vector de vectores p[i] [j].
(i grado del monomio, j posicidn del monomio sobre el vector )

Hemos definido dos funciones:

— void 1lloc_exp(int lloc, int k[], int gr); que dada una
posicidn sobre el vector y el grado del monomio (gr), Nos
devuelve el multindice k.

— int exp_lloc(int k[], int gr); que dado un mulfindice k y el
grado del monomio gr, nos devuelve la posicidon que éste ocupa
sobre el vector.
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Manipulacion Simbdlica

A partir de aqui es sencillo construir funciones que nos permitan
operar con polinomios.

Ejemplo: Producto de dos monomios de grados g1 vy g2.

ntl = ntph4(gl); nt2 = ntphd(g2);
for (i = 0; i < ntl; i++)
{
lloc_exp4(i, k1, gl);
for (j = 0; j < nt2; j++)
{
lloc_exp4(j, k2, g2);
for (1 = 0; 1 < 4; 1++) k3[1] = k1[1] + k2[1];
lloc = exp_lloc4(k3, g3);
p3lgl+g2] [1loc] += pllgl1l[il*p2[g2][j];
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[est de Validez

* Dada una condicion inicial vy, denotamos por vy y 97 la
infegracion a tiempo ¢ = 0.1 de vy sobre la aproximacion de la
variedad central y en el sistemna completo, respectivamente.

* El comportamiento del error es: |0, — v1| = ch™™!, donde h es la
distancia al origen de wvy.

® Si consideramos la variedad central hasta orden 8:

h |?71—’U1‘ n—l—l

0.04 | 2.3643547906724647¢ — 15
0.08 | 1.2618898774811476e — 12 | 9.059923
0.16 | 6.9534006796827247e — 10 | 9.105988
0.32 | 3.9879163406855978e — 07 | 9.163700
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Resultados para 3 = 0.051689,ac = 6 = 0

Hemos calculado la variedad cenftral alrededor de Sub-L; hasta
grado 32,

* Después de esta reduccidon estamos en un espacio de fase de
dimensidon 4, (x1, x2, 13, x4).

® Fijamos un nivel de energia (k) y fomamos la seccidn de Poincaré
r5 = 0. Asi reducimos el sistema a 2 dimensiones, mas facil de
visualizar,

®* Hemos tomado distintas condiciones iniciales y calculado sus
sucesivas imagenes sobre |la seccidon de Poincaré para distintos
valores de la energia (h).
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Resultados para 8 = 0.051689, v = 6 =0

h =000 h=01

-1

-1
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