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Operadores y Semigrupos de Operadores. . .

La tesis esta dividida en 2 partes:
@ Operadores en Espacios de Fréchet y Espacios Localmente Convexos.

@ Semigrupos de Operadores Hiperciclicos y Caéticos.

Repaso histérico
Q Birkhoff'29, MacLane'52, Rolewicz'69.

@ Kitai'82, Gethner & Shapiro’87, Godefroy & Shapiro'91, Herrero'92 y
Salas'91.

© Desch, Schappacher & Webb'97.
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Notacién
Introduccién rupos de operadores
i os y Mezclantes

Notacion

X espacio de Banach separable y de dimensién infinita.
(X también puede ser un espacio localmente convexo, métrico y completo)

L(X) espacio de operadores lineales y continuos de X en X dotado de la
topologia inducida por la norma de X.
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Notacién
Introduccién pos de operadores
ipos Hiperciclicos y Mezclantes
de operadores
Semigrupos Caéticos

Semigrupos de operadores

Una familia { T; }¢>0 de operadores en L(X) es un semigrupo fuertemente
continuo, o un Cp-semigrupo, de operadores de L(X) si satisface:

@ To =1/, donde [ representa al operador identidad en X,
@ T:T; = T:s para todo t,s > 0, (ley de semigrupo),
© lim Tix = Tyx para todo to > 0, x € X.

t—1p

Si X Banach y A € L(X), entonces {e™}

fuertemente continuo, donde e = "2

+> € un semigrupo de operadores

(tA)"
n!

Si X es un espacio de funciones, estos operadores nos dan la solucién de

dx(t)
dt

Para cada condicién inicial x(0) € X, ésta viene dada por {e”x(0)}:>o.

= Ax(t) con x(t) € X.
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Notacién
Introduccién Semigrupos de operadores
pos Hiperciclicos y Mezclantes
Sucesiones de operadores
Semigrupos Caéticos

Semigrupos Transitividad e Hiperciclicidad

{T:}t>0 en L(X) es transitivo si para todo U, V C X abiertos no vacios existe

t > 0 tal que
T:(U)NnV #0.

Definition

| \

{T:}t>0 en L(X) es hiperciclico si existe x € X tal que
Orb({Tt}e>0,x) :=={Tex : t > 0} es densa en X.

Dicho elemento x es un vector hiperciclico de { T;}:>¢.

Hiperciclicidad < Transitividad (Teorema de Categoria de Baire).

J.A. Conejero Operadores y Semigrupos de Operadores en Espacios de Fréchet y Espacios



Notacion

Introduccién Semigrupos de operadores
Semigrupos Hiperciclicos y Mezclantes
Sucesiones de operadores

Semigrupos Caéticos

Ejemplos de Semigrupos Hiperciclicos

Ejemplos

@ Rolewicz'69. En el espacio

+oo P
LERT):=<f:RY - R: (/ |f(t)|f’a*‘dt> sia> 1.
0
el semigrupo de traslacién definido como
Tex(s) = x(s + t), con x € LA(R™)
@ Protopopescu & Azmy’'92. En el espacio £}, el semigrupo definido como

{e"}is0 con A=al + bB para b>a >0

siendo B(X:[7X27 oo ) = (X27X37 50 )
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Notacién

Introduccién Semigrupos de operadores
Semigrupos Hiperciclicos y Mezclantes
Sucesiones de operadores

Semigrupos Caéticos

Ejemplos de Semigrupos Hiperciclicos

Ejemplos

© Desch, Schappacher & Webb'97. Consideremos en L2([0, >0), C) la

ecuacién
ur(x,t) = auxx(x,t) + bux(x, t) + cu(x, t),
u(0,t) = O0parat>0,
u(x,0) = f(x) parax>0.

Sia,b,c >0y c < b?/(2a) < 1, entonces el semigrupo solucién es
hiperciclico.
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Notacién

Introduccién Semigrupos de operadores
Semigrupos Hiperciclicos y Mezclantes
Sucesiones de operadores
Semigrupos Caéticos

Semigrupos Mezclantes

{T:}+>0 es mezclante si para todo U, V C X abiertos no vacios existe r > 0

tal que
T:(U)NV # ( paratodo t € A con t >r.

Definition

| A

{T:}+>0 es débilmente mezclante si el semigrupo {T; @ T:}:>0 es transitivo
en la suma directa X @ X.

Es decir, para todo Ui, U>, V4, Vo C X abiertos no vacios existe t > 0 tal que

T:(U)NVi£0y T(U)N Vo # 0.
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Notacién
Introduccién rupos de operadores
rupos Hiperciclicos y Mezclantes

Sucesiones de operadores
Semigrupos Caéticos

Las definiciones anteriores también se pueden dar para sucesiones de
operadores.

{Th}n es transitiva si para todo U, V C X abiertos no vacios existe n € N tal
que T,(U)NV # 0.

{Th}n es hiperciclica si existe x € X tal que
Orb({Th}n,x) :={Tax : n €N}, es densa en X.

{T.}n es mezclante si para todo U, V C X abiertos no vacios existe r > 0 tal
que T,(U)NV # () para todo n € Ncon n>r.

{Ta}n es débilmente mezclante si la sucesién {T, @ T,}, es transitiva en la
suma directa X @ X.

También se pueden dar para un operador si consideramos la sucesién de sus
potencias {T"},.

Mezclante = Débilmente mezclante = Hiperciclicidad.

Las implicaciones contrarias no son ciertas: Salas'91, Herrero'92, de la Rosa &
Read’'06.
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Notacién
Introduccién rupos de operadores
iperciclicos y Mezclantes

Semigrupos Caéticos

Semigrupos Cadticos

Un elemento x € X se dice que es un punto periddico para el semigrupo
{T:}t>0 si existe t > 0 tal que Tyx = x.

Definition

{T:}+>0 es cadtico en el sentido de Devaney si:

© {T:}e>o es transitivo.

@ El conjunto de puntos periédicos de { T:}+>0 es denso en X.

Discretizaciones de { T;}>0:
General Fijando {t,}» C R tal que lim,_.o t, = 00, consideramos { T, } .

Auténoma Fijando t > 0, consideramos la sucesién iterada {T{}n = { Tot}n.
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Resultados generales

Criterio de hiperciclicidad

Kitai'82, Gethner & Shapiro'87, Beés & Peris'99.

Criterio de hiperciclicidad para semigrupos

Sea {T:}+>0. Si existe una sucesién {t,}, C R con lim,_oo tn = 00,
Y,Z C X densosy S; : Z — X tales que

VyeY, lim T,y =0,
Vze Z, nll>nc1>o S5,z=0,% — {T:}+>0 hiperciclico.

Vze Z, lim TS5,z =z,
n— oo

Beés & Peris'99: Débilmente mezclante < Verificar las hipétesis del Criterio de
hiperciclicidad.
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Resultados generales

Teorema (C. & Peris

Son equivalentes
© {T:}t>0 es débilmente mezclante.
@ {T:}¢>0 admite una discretizacién mezclante.
© {T:}t>0 admite una discretizacién débilmente mezclante.

© Existe una discretizaciéon auténoma débilmente mezclante.

© Todas las discretizaciones auténomas son débilmente mezclantes.

Teorema (Bermidez, Bonilla, C. & Peris'0

Son equivalentes

Q {T:}t>0 es mezclante.
@ Toda discretizacion de {T;}¢>0 es mezclante.
© Toda discretizacién de {T:}:>o es débilmente mezclante.

Q Toda discretizacion de {T;}+>o es hiperciclica.

© Existe una discretizaciéon auténoma mezclante.
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Resultados generales

Problema

Si {T:}+>0 hiperciclico, jes T hiperciclico para todo t > 07

Teorema (Oxtoby & Ulam'41)

Existe un conjunto Gs denso A C R* tal que T; es hiperciclico para todo t € A.

De hecho, para cada vector hiperciclico x hay un Gs denso A C R™ tal que x es
hiperciclico para T; con t € A.

Teorema (C., Miiller & Peris'06)

Si {T:}e>0 es hiperciclico, entonces para todo T; es hiperciclico para todo
t > 0 y comparte los vectores hiperciclicos con el semigrupo.

Problema

Si {T:}e>0 es cadtico, jes T; cadtico para algin t > 07
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Resultados sobre el Semigrupo de Traslacién

Semigrupo de Traslacién

Definicién
Una funcién medible p: A — R es un funcién peso admisible si satisface:
O p(t) >0 paratodot € A,y

Q existen M > ,1 y w € R tales que para todo t,t' € A
p(t) < Me"!¥lp(t +t').

Consideramos los espacios

w=([ |f(T)Pp(T)dT)'1’ < oo}

X = Gop(A) = {f : A — K continua : lim f(t)p(t) = 0}

t—o0

X =Lh(A):= {f : A — K medible : ||f|

conl<p<oo,vy

dotado de la norma ||f||eo,p := sup,ca |F(t)|p(t).
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Resultados sobre el Semigrupo de Traslacién

Semigrupo de Traslacién

Teorema (Desch, Schappacher & Webb’97)

Sea {T:}:>0 el semigrupo de traslacién en L5(R*) o en Go,0(R").

{T:}+>0 es hiperciclico < Iitm inf p(t) = 0.

— 00

Teorema (Bermidez, Bonilla, C. & Peris'05)

Sea {T:}:>0 el semigrupo de traslacién en L5(R*) o en Go,o(R™).

{T:}t>0 es mezclante < lim p(t) = 0.
- t— oo

Teorema (delLaubenfels & Emamirad’01)

Sea {T:}:>0 el semigrupo de traslacién en L5(R™).

{T:}t>0 es cadtico < / p(t) < oo
0

& Existe un punto periédico no trivial.
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Resultados sobre el Semigrupo de Traslacién

Semigrupo de Traslacién

Obtenemos caracterizaciones de la hiperciclicidad, las propiedades mezclante y
débilmente mezclante, y el caos del semigrupo de traslacién en estos espacios
en términos de la funcién peso admisible p.

Definiendo funciones peso de manera adecuada se pueden encontrar los
siguientes

Contraejemplos

© Existe un semigrupo débilmente mezclante y sin embargo ningtin T; es
hiperciclico.

@ Existe un semigrupo para el que todo T, t > 0 es mezclante, y sin
embargo el semigrupo no lo es.

© Existe un semigrupo cadtico tal que ningtin T; es hiperciclico.
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