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Result. Jager Cont. autosimétricas teoŕıa persistencia Forma normal bifurción persistente FIN

Resultados de T. Jäger sobre SNAs
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Resultados de T. Jäger

Nonlinearity,16 pp.1239–1255
Quasiperiodically forced interval maps 1241

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 1. Systems of the form (θ, x) �→ (θ +ω, arctan(ax)/arctan(a)+b ·sin(2πθ)) have negative
Schwarzian derivative on the fibres. Here, 10 000 iterations of the starting points (0, 3) and (0, −3)

trace out pictures of the upper and lower bounding graphs, respectively. These two graphs are
stable; another invariant graph which is unstable lies in between (see theorem 4.2). The parameter
a = 10 is the same for all pictures (a)–( f ). Upon increasing the parameter b the two distinct
graphs come closer together (a)–(c). When they collide, non-continuous invariant graphs seem to
occur over a small parameter range (d) and (e), until only one continuous invariant graph remains
( f ). This phenomenon has been observed in other parameter families of quasiperiodically forced
systems as well, and is called creation of an SNA via torus collision (see [4]).

The conditions Tθ (a) > a and Tθ (b) > b are only required for technical reasons (see proof of
lemma 3.5). In all of the following, the Lebesgue-measure on T

1 will be denoted by m and
r = rω : T

1 → T
1, θ �→ θ + ω mod 1 will always be the rotation with rotation number ω

corresponding to the considered system.
Since the irrational rotation is aperiodic, there cannot be any fixed points or periodic points

for such systems. Furthermore, any compact invariant set in M will project onto a compact
subset of the circle which is invariant under the corresponding rotation. As the irrational
rotation is minimal, this must be either the empty set or the whole circle. The simplest
invariant objects are therefore invariant graphs.

Definition 2.1. Let (T , M) ∈ T . A Lebesgue-measurable function ϕ : T
1 → [a, b] is called

an invariant graph (with respect to T), if for all θ ∈ T
1:

T (θ, ϕ(θ)) = (θ + ω, ϕ(θ + ω)). (2.2)

The point set � := {(θ, ϕ(θ)) : θ ∈ T
1} will be called invariant graph as well, but labelled

with the corresponding capital letter.

Jäger (2003) sugiere que el sistemaxn+1 =
atan(axn)

atan(a)
+ b sin(2πθn)

θn+1 = θn + ω

(donde ω es el número de oro) tiene
una gráfica invariante atractora no
continua con a = 10 y un b adecuado.
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Ejemplo de posible SNA
conjeturado en el art́ıculo.
En su tesis T. Jäger prueba
que en una situación simi-
lar existe algún valor del
parámetro para el que exis-
te una gráfica invariante
atractora discontinua.
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Es importante notar la simetŕıa del sistema;
Si x(θ) es una gráfica invariante, entonces

y(θ) = −x(θ + 1/2)

también es una gráfica invariante.

Para a = 10
y b = 1.1
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En las gráficas anteriores Jäger
representó sólo las gráficas invari-
antes atractoras.

(No están las re-
pulsoras).
Sus resultados prueban que en
este ejemplo hay una gráfica in-
variante autosimétrica.
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El desarrollo en serie de Fourier de la curva autosimétrica es:

x(θ) =
∑

k∈N\{0}

cke2π(2k−1)θ i +
∑

k∈N\{0}

cke2π(1−2k)θ i

siendo ck ∈ C.
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Aparente “Pitchfork” suave

Para otros valores de los parámetros, como a = 1, lo que se
observa es una Pitchfork de curvas invariantes.
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Comentarios sobre la dinámica
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Al aumentar el valor de a, la diferencia entre los valores de las
pendientes aumenta. Para a = 10 la curva invariante visitará
regiones cuya tangente es casi horizontal y otras en las que es casi
vertical.
Para funciones lineales a trozos observamos el mismo
comportamiento: Bifurcaciones “pitchfork” normales y aparentes
SNAs dependiendo de la variación en las pendientes.
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Cambio de variables.

Con

X = atan(a)x , A =
a

atan(a)
, B =

b

atan(a)

queda el sistema{
Xn+1 = atan(AXn) + Bsin(θn)
θn+1 = θn + 2πω

Desde ahora llamaremos ω̃ = 2πω.
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Sobre la continuación de curvas autosimétricas continuas.

Nos planteamos el estudio de las bifurcaciones “Pitchfork” con la
simetŕıa anterior.
En primer lugar estudiamos la solución autosimétrica:

• ¿Pueden existir diferentes ramas de curvas invariantes
autosimétricas continuas que bifurquen (puntos de
ramificación)?

• ¿Es posible demostrar la persistencia de las soluciones
autosimétricas continuas?

• Implementar un método numérico de continuación de curvas
cŕıticas.
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Un esquema de continuación numérica
Nos planteamos encontrar curvas invariantes autosimétricas con
exponente de Liapunov cero.
Partición del intervalo [0, π] con 2n subintervalos. θj = jπ

2n .
La continuación “equivale” a encontrar ceros de la función.

c1
...
cn

a
b

 ∈ Cn×R×R 7→



F (θ0, a, b, c)
...

F (θ2n−1, a, b, c)
2n−1∑
j=0

log
∣∣∣∣ a

1 + a2 x(θj , c)2

∣∣∣∣

 ∈ R2n×R

donde
F (θ, a, b, c) = x(θ + ω̃, c)− atan(a x(θ, c))− b sin(θ)

x(θ, c) =
∑

k∈N\{0}

cke(2k−1)θ i +
∑

k∈N\{0}

cke(1−2k)θ i
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Resultados numéricos

• Con un n suficientemente grande conseguimos una
aproximación a la curva invariante.

• Es necesario añadir mayor número de nodos según aumenta
de longitud la curva.

• La reducibilidad permite “resolver” el sistema que aparece en
el método de Newton sin construir la matriz jacobiana. Ahorro
del espacio reservado en la memoria y del tiempo de cálculo.
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Podemos ver algunas de las soluciones encontradas con el anterior
esquema.
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Última secuencia:
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Al representar el parámetro a frente a la longitud se observa un
comportamiento asintótico.
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Nuevo marco para resultados de persitencia de curvas
invariantes autosimétricas:

• Trabajamos con espacios de funciones holomorfas. Denotamos
por S−ρ al espacio de las funciones holomorfas en R + i [−ρ, ρ]
con periodo 2π y tal que −x(z) = x(z + π)

• El operador Tω̃ : S−ρ → S−ρ se define por Tωx(z) = x(z + ω̃).

• Estudiaremos el problema{
Hallar x ∈ S−ρ
Tω̃x = φ ◦ x + ψ

En el caso de φ(z) = atan(az) y ψ(z) = b sin(z) se
corresponde a encontrar curvas invariantes autosimétricas.
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Result. Jager Cont. autosimétricas teoŕıa persistencia Forma normal bifurción persistente FIN

Nuevo marco para resultados de persitencia de curvas
invariantes autosimétricas:

• Trabajamos con espacios de funciones holomorfas. Denotamos
por S−ρ al espacio de las funciones holomorfas en R + i [−ρ, ρ]
con periodo 2π y tal que −x(z) = x(z + π)

• El operador Tω̃ : S−ρ → S−ρ se define por Tωx(z) = x(z + ω̃).

• Estudiaremos el problema{
Hallar x ∈ S−ρ
Tω̃x = φ ◦ x + ψ

En el caso de φ(z) = atan(az) y ψ(z) = b sin(z) se
corresponde a encontrar curvas invariantes autosimétricas.
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Resultado clave para la persistencia de curva invariante
autosimétrica:

Sean δ > 0
U :=]− R,R[+i ]− I , I [,
x0, ψ ∈ S−ρ
φ ∈ C 1(U), tal que φ(−z) = −φ(z) y φ′(U) ⊆ C\]−∞, 0]

Si
‖Tω̃x0 − φ ◦ x0 − ψ‖C 0(U)

es suficientemente pequeño, entonces existe x ∈ S−ρ−δ tal que

Tω̃x = φ ◦ x + ψ.



Result. Jager Cont. autosimétricas teoŕıa persistencia Forma normal bifurción persistente FIN

:

Lema (Solución de la ecuación lineal al plantear el método
de Newton:)
Sea a un función holomorfa en R + i [−ρ, ρ], a(z + π) = a(z) y
a(x) > 0 para x ∈ R
Sea b ∈ S−ρ .
Entonces existe x holomorfa en R+ i ]−ρ, ρ[ verificando x(z+π) =
−x(z) tal que

x(z + ω̃) = a(z)x(z) + b(z).

Si la ecuación Tω̃x = φ ◦ x + ψ tiene una solución para cada φ y ψ
en un entorno, entonces dicha solución depende con continuidad y
diferenciabilidad de φ y ψ.

CONSECUENCIA: La solución autosimétrica es persistente.
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diferenciabilidad de φ y ψ.

CONSECUENCIA: La solución autosimétrica es persistente.
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:

Lema (Solución de la ecuación lineal al plantear el método
de Newton:)
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a(x) > 0 para x ∈ R
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−x(z) tal que

x(z + ω̃) = a(z)x(z) + b(z).

Si la ecuación Tω̃x = φ ◦ x + ψ tiene una solución para cada φ y ψ
en un entorno, entonces dicha solución depende con continuidad y
diferenciabilidad de φ y ψ.

CONSECUENCIA: La solución autosimétrica es persistente.
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Forma normal(Cambio de origen)

En el sistema discreto{
xn+1 = φ(xn) + ψ(θn),
θn+1 = θn + ω̃,

donde ω̃ = 2πω

Estudiaremos las bifurcaciones fijando φ.
Para cada ψ existe xψ en S−ρ .
Efectuamos el cambio: y = x − xψ(θ) transforma el sistema en{

yn+1 = φ(yn + xψ(θn))− φ(xψ(θn))
θn+1 = θn + ω̃
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Forma normal (Desarrollo en serie)

El sistema dependiente de la función ψ dado en la anterior
transparencia {

xn+1 = φ(xn + xψ(θn))− φ(xψ(θn))
θn+1 = θn + ω̃

debido a que para cada par (θ, ψ) la función

x 7→ φ(x + xψ(θ))− φ(xψ(θ))

se supone anaĺıtica, existen unas funciones gk tales que el sistema
se escribe {

xn+1 =
∑

k≥1 gk(θn, ψ)xk
n

θn+1 = θn + ω̃

Las funciones gk verifican que gk(θ + π, ψ) = (−1)k+1gk(θ, ψ).
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Forma normal (Linealización)

La reducibilidad del sistema implica que existe c(·, ψ) ∈ S−ρ−δ tal
que:

λc(θ + ω, ψ) = g1(θ, ψ)c(θ, ψ),

con el cambio x = c(θ, ψ)y el sistema que resulta es
yn+1 = λ(ψ) yn +

∑
k≥2

hk(θn, ψ)yk
n

θn+1 = θn + ω̃

donde hk(θ, ψ) = gk(θ, ψ)
c(θ, ψ)k

c(θ + ω, ψ)
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Forma normal (Limpieza de ordenes superiores)
Si tenemos un sistema de la forma

xn+1 = p(xn, ψ) +
∑

k≥r+1

fk(θn, ψ)xk
n

θn+1 = θn + ω̃

donde

• p(·, ψ) es un polinomio impar de grado menor o igual
que r ;

• fk(θ + π, ψ) = (−1)k+1fk(θ, ψ)
entonces hay un cambio y = x + c(θ, ψ)x r+1 que nos conduce al
sistema 

yn+1 = p̃(yn, ψ) +
∑

k≥r+2

f̃k(θn, ψ)yk
n

θn+1 = θn + ω̃

donde
• p̃(·, ψ) es un polinomio de grado menor o igual que r + 1;

• f̃k(θ + π, ψ) = (−1)k+1 f̃k(θ, ψ)
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Persistencia de la bifurcación “Pitchfork” suave

Recordemos que considemos el forzamiento φ como el parámetro.
Obtenemos la forma normal{

xn+1 = λ(ψ)xn + µ(ψ)x3
n + x5

nG (xn, θn, ψ)
θn+1 = θn + ω̃

con G acotada y siendo λ(ψ) el exponente de Lyapunov del
sistema original.

¿

Dada una curva s 7→ ψs y sea Λ(s) = λ(ψs) tal que se verique:

Λ(0) = 1, Λ′(0) > 0 y µ(ψ0) > 0

entonces hay una curva invariante para s < 0 y tres curvas
invariantes para s > 0

?
Creemos que ŚI
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invariantes para s > 0 ?
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Conclusiones

• Resultados teóricos sobre persistencia de la bifurcación
aportan información de la forma en la que se produce la
“fractalización”.

• Queda pendiente analizar la situación cuando la curva tiene
menos regularidad.

• ¿Existe algún procedimiento para la continuación numérica si
la gráfica invariante no es continua?
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