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‘ Series de potencias

Las matematicas aplicadas a menudo usan series de potencias:

® Ecuacion funcional con un parametro: F'(u(zx),e) = 0.
Conocemos ug(z) tal que F(ug(x),e9) = 0y buscamos

U(LE‘, 5) — UO(QT) + ul(a})(e — 80) + ’U,Q(Qj)(g — 50)2 + ...

Orbitas periodicas de campos vectoriales

variedades estable e inestable de puntos hiperbodlicos
variedades normalmente hiperbdlicas

toros invariantes en sistemas hamiltonianos

e o 0 ©
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‘ Series de potencias

Las matematicas aplicadas a menudo usan series de potencias:

® Ecuacion funcional con un parametro: F'(u(zx),e) = 0.
Conocemos ug(z) tal que F(ug(x),e9) = 0y buscamos

U(LE‘, 5) — UO(QT) + ul(a})(e — 80) + ’U,Q(Qj)(g — 50)2 + ...

® Ecuaciones sin parametros. Buscamos una solucion
cuando x ~ xy. Uso de la serie de Taylor:

U(SL‘) — ’LL(CE()) + U1(CCO)(CC — CC()) + ’LLQ(.CU())(:U . 330)2 + ...
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‘ Series de potencias

Las matematicas aplicadas a menudo usan series de potencias:

® Ecuacion funcional con un parametro: F'(u(zx),e) = 0.
Conocemos ug(z) tal que F(ug(x),e9) = 0y buscamos

U(LE‘, 5) — UO(QT) + ul(a})(e — 80) + ’U,Q(Qj)(g — 50)2 + ...

® Ecuaciones sin parametros. Buscamos una solucion
cuando x ~ xy. Uso de la serie de Taylor:

U(SL‘) — ’LL(CE()) + U1(CCO)(CC — CC()) + ’LLQ(.CU())(:U . 330)2 + ...

En cualquier caso:
la “solucion formal” encontrada, ¢ representa una auténtica

solucion de la ecuacion?
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‘ Series de potencias

Si la serie es convergente, u(x) sera una funcion analitica en un
disco.
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‘ Series de potencias

Si la serie es convergente, u(x) sera una funcion analitica en un
disco.

Si la serie es divergente,

® /tiene ésta alguna relacion con una solucion de la ecuacion
de partida?

® /hay alguna solucion de la ecuacion que tenga la serie
encontrada como serie de Taylor?
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‘ Series de potencias

Si la serie es convergente, u(x) sera una funcion analitica en un
disco.

Si la serie es divergente,

® /tiene ésta alguna relacion con una solucion de la ecuacion
de partida?

® /hay alguna solucion de la ecuacion que tenga la serie
encontrada como serie de Taylor? ¢Es posible conocerla o
saber sus propiedades basicas?
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‘ Series de potencias

Si la serie es convergente, u(x) sera una funcion analitica en un
disco.

Si la serie es divergente,

® /tiene ésta alguna relacion con una solucion de la ecuacion
de partida?

® /hay alguna solucion de la ecuacion que tenga la serie
encontrada como serie de Taylor? ¢Es posible conocerla o
saber sus propiedades basicas? ¢Es Unica?
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‘ Series de potencias

Definicion. Dada una serie de potencias

diremos que es de clase Gevrey-1 si existen dos constantes
positivas M y C' tales que

lay| < MnlC™.

S

Singularidades en ecuaciones diferenciales Teoria de la resurgencia — p. 4/2



‘ Series de potencias

Definicion. Dada una serie de potencias

diremos que es de clase Gevrey-1 si existen dos constantes
positivas M y C' tales que

lay| < MnlC™.

Serie convergente de radio r = |a,| < M ()" V1’ >r.
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‘ Series de potencias

Definicion. Dada una serie de potencias

diremos que es de clase Gevrey-1 si existen dos constantes
positivas M y C' tales que

la,| < Mn!C™.
Serie convergente de radio r = |a,| < M ()" V1’ >r.

n! . .
Z es Gevrey-1, pero diverge para cualquier valor de z.

Zn+1

neN
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‘ Ejemplos
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‘ Ejemplos

r = x?
{ p 5 a € R
Yy =—Tr—y+axy

Sistema completo:

¢, Existe una variedad central? N

y=1(@), (0) =0y f(0) = -1 B .

.
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‘ Ejemplos

/

ZC/:ZE'Q
5 a € R
Yy = —r—y+axy

Sistema completo:

¢, Existe una variedad central? N

y = f(x), f(0) =0y f'(0) = —1 .

Condicién: f/(x) = —Lf) 1 (1 —af?(z))

X X

® Caso a = 0, ecuacion de Euler.
® Caso a # 0, ecuacion de Riccati.
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‘ Ecuacion de Euler

Con el cambio de variables z = 1/z, la nueva ecuacion es

y buscamos soluciones gue se anulen en +oc.
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‘ Ecuacion de Euler

Con el cambio de variables z = 1/z, la nueva ecuacion es

y buscamos soluciones gue se anulen en +oc.
Solucion formal:

R B (_Dn—l—ln!
g(z) - Z »n+1
n>0

divergente para cualquier z € C, pero es Gevrey-1.
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‘ Sistema del péndulo forzado

q=0p
p = singq

con q € R/2nZ.

Singularidades en ecuaciones

@

diferenciales Teoria de la resurg
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‘ Sistema del péndulo forzado

q=p
p=sinqg — psingsin(t/e)

con0<e<lyu>0
dos parametros
Y (q,t) € R/27n7Z x R/27eZ.
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‘ Sistema del péndulo forzado

2
H,:(q,p,7) = % +cosq— 1+ u(l — cosq)sinT.

Variedades invariantes estable e inestable: p = 9,T%(q, 7; 1, €).
T son soluciones de la Ecuacion de Hamilton-Jacobi:

0;T+eH, (q,0,T,7) =0
2m-periodicas en 7 y con la condicidon asintotica:

lim (9qTi(q,T;,u,€) = 0.
q—0,27
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‘ Sistema del péndulo forzado

2
H,:(q,p,7) = % +cosq— 1+ u(l — cosq)sinT.

Variedades invariantes estable e inestable: p = 9,T%(q, 7; 1, €).
T son soluciones de la Ecuacion de Hamilton-Jacobi:

0;T+eH, (q,0,T,7) =0
2m-periodicas en 7 y con la condicidon asintotica:

lim (9qTi(q,T;,u,€) = 0.
q—0,27

T(q, 71 p1,6) — To(q) + Y Tulg, 75 )™ N0 convergente en e.
n>1

T,, singularidades polares en {i7 /2 + inZ}. |
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‘ Resumacion de Borel-Laplace

~

Transformada de Borel formal, 5:

o

n>0

1

A

Zn+1= 9

=Y a*

n>0
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‘ Resumacion de Borel-Laplace

~

Transformada de Borel formal, 5:

g(z) = Zanzn1+1 — 9(¢) = Za”%

n>0 n>0

Series Gevrey-1, g(z)

S
| %

Gérmenes Sectoriales, gy

oo (0)
go(z) = /O e *5() d¢

g, Gérmenes analiticos en el origen con
prolongacion analitica en un sector
y con crecimiento exponencial

S
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‘ Resumacion de Borel-Laplace

En general,

® ;siempre existe la transformada de Laplace de g7
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‘ Resumacion de Borel-Laplace

En general,

® ;siempre existe la transformada de Laplace de g7

Respuesta: depende.
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‘ Resumacion de Borel-Laplace

En general,

® ;siempre existe la transformada de Laplace de g7
Respuesta: depende.

® Caso de existir, ¢.es unica?
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‘ Resumacion de Borel-Laplace

En general,

® ;siempre existe la transformada de Laplace de g7
Respuesta: depende.
® Caso de existir, ¢.es unica?

Respuesta: depende.
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‘ Ecuacion de Euler

—1)ntlp!
i) =3 CUT 0 =Yy =

#® analiticaen |(] < 1.
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‘ Ecuacion de Euler

—1)ntlp!
i) =3 CUT 0 =Yy =

#® analiticaen |(] < 1.
#® con continuacion analitica en C — {—1}.
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‘ Ecuacion de Euler

—1)ntlp!
i) =3 CUT 0 =Yy =

#® analiticaen |(] < 1.
#® con continuacion analitica en C — {—1}.

® [5(0)| < C = C el tiene crecimiento exponencial 0 en un
sector de R™.
/
)/

T
T~

_|_

<™\ R
A% |
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‘ Ecuacion de Euler

—1)ntlp!
i) =3 CUT 0 =Yy =

n>0 n>0

Transformada de Laplace en la direccion R :

_ [T L
o2 == [ e e

Rt - 1y
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‘ Ecuacion de Euler

Propiedades de

® analitica en II,.
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‘ Ecuacion de Euler

Propiedades de

® analitica en II,.

®» g~ genllp:
VN e N, dM,C > 0tales que
N—-1 CNN'

n—|—1

n=0
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‘ Ecuacion de Euler

Propiedades de

® analitica en II,.

®» g~ genllp:

VN e N, dM,C > 0tales que
— _ MCNNY
Z n+1 — N+1

® solucion de la ecuacion de Euler con lim g

Z——+00

(z) = 0.
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‘ Ecuacion de Euler

Otras resumaciones de Borel-Laplace:

co(0) 1
= — 26—
= [ L
A C A~ <
d@ T
T
\



‘ Ecuacion de Euler

Otras resumaciones de Borel-Laplace:

1+
A C A~ <
b —
A \\\\ HQ
T
[—

Importante:
go(2z) = go(z) cuando z € IIy N Il porque no hay singularidades
= go(%) €s una continuacion analitica de go(z) en 1l

S
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‘ Ecuacion de Euler

s ‘ \ 2

T
|
‘
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

_p o
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‘ Ecuacion de Euler

6 = w es imposible porque g tiene una singularidad en ( = —1
oco(m™) 1
(2) = — i p——
g () == [ e e
A C — Z
d r: . —0 .
A E—
Mg :
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‘ Ecuacion de Euler

g(z), que estaba definida en Re z > 0
Hemos construido una continuacion analitica de g(z) en:

|~ <

—
\
\

S
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‘ Ecuacion de Euler

g(z), que estaba definida en Re z > 0
Hemos construido una continuacion analitica de g(z) en:

|~ Z ‘ 2

_p 1

—
\ |
\

—

S
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‘ Ecuacion de Euler

g(z), que estaba definida en Re z > 0
Hemos construido una continuacion analitica de g(z) en:

|~ <

< o
s ‘ )
—— 1l - P — .
s\\\\\> _9 e %
\\ X H -
— Iy 9

S
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‘ Ecuacion de Euler

g(z), que estaba definida en Re z > 0
Hemos construido una continuacion analitica de g(z) en:

A~ z Z o =
— \ —
S I - ] I
s\\\\\ _9 %
T | Iy
\\ ! H -

En cualquier sector del plano cortado

W} gr- solucidon de la ecuacion

(—1)"*in!

} gr-(2) ~1 Z ~n4-1

n>0
En particular, lim g¢g,-(2) = 0. |
Sm z—
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‘ Ecuacion de Euler

g(z), que estaba definida en Re z > 0
Construimos una continuacion analitica de g(z) en el sentido
contrario y en cualquier sector del plano cortado

“ g+ solucion de la ecuacion

] g7r+ Nl Z

n>0

n—{—l

En particular, lim g,+(z) =0.

Sm z—+00
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‘ Ecuacion de Euler

Tenemos dos continuaciones analiticas de la funcion g inicial,

gr— y gr+

gue son soluciones de la ecuacion de Euler y son asintoticas a
la misma serie.

Coinciden en e z > 0, pero no en Re z < 0:

grt(2) = gr-(2)+ / e *¢§(¢) d¢ =

= gr-(2) + 2miRes (G_ZCQ(C),C = —1) = gn-(2) — 2mie”

4} _________ |
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‘ Ecuacion de Euler

Tenemos dos continuaciones analiticas de la funcion g inicial,

gr— y gr+

gue son soluciones de la ecuacion de Euler y son asintoticas a
la misma serie.
Coinciden en e z > 0, pero no en Re z < 0:

grt(2) = gr-(2)+ / e *¢§(¢) d¢ =

= gr-(2) + 2miRes (e—zcg(g),g = —1) = gn-(2) — 2mie”

Singularidades ramificadas de la "funciones resumadas” <=

singularidades de g en el plano de Borel. |
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‘ Ecuacion de Riccati

1 1
g'(2) =9(z)+ B"Z + B —g°

g9°(2)

® no se puede obtener explicitamente g y no sabemos si es
Gevrey-1.

® no tenemos informacion de la continuacion analitica de g.

S
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‘ Ecuacion de Riccati

1 1
g'(2) =9(z)+ B"Z + B —g°

g9°(2)

® no se puede obtener explicitamente g y no sabemos si es
Gevrey-1.

® no tenemos informacion de la continuacion analitica de g.

Alternativa: trabajar con la transformada de Borel de la ecuacion

—(C+1)§g=B"+B"(1xg*g)

¢
donde f = g(¢) = /O F(£)g(¢ —

S
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‘ Ecuacion de Riccati

Propiedades de g:

® es una funcidon con singularidades polares simples y
logaritmicas en ( € Z*.
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‘ Ecuacion de Riccati

Propiedades de g:

® es una funcidon con singularidades polares simples y
logaritmicas en ( € Z*.

® es convergente en el origen
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‘ Ecuacion de Riccati

Propiedades de g:

® es una funcidon con singularidades polares simples y
logaritmicas en ( € Z*.

® es convergente en el origen

® tiene continuacion analitica a lo largo de cualquier recta que
evite las singularidades

® tiene crecimiento exponencial
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‘ Ecuacion de Riccati

Propiedades de g:

® es una funcidon con singularidades polares simples y
logaritmicas en ( € Z*.

® es convergente en el origen

® tiene continuacion analitica a lo largo de cualquier recta que
evite las singularidades

® tiene crecimiento exponencial

g es una FUNCION RESURGENTE SIMPLE.
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‘ Ecuacion de Riccati

Propiedades de g:

® es una funcidon con singularidades polares simples y
logaritmicas en ( € Z*.

® es convergente en el origen

® tiene continuacion analitica a lo largo de cualquier recta que
evite las singularidades

® tiene crecimiento exponencial

g es una FUNCION RESURGENTE SIMPLE.

Las FUNCIONES RESURGENTES y el CALCULO
DIFERENCIAL permiten estudiar las diferentes resumaciones

de una serie Gevrey-1 |
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‘ Ecuacion de Riccati
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‘ Ecuacion de Riccati

A

0 w3
Determinacion g7, de la forma:

Conss | 1 log¢
ﬁ + wwt (€) 5 + regular

Entonces, la derivada extranjera de g es:
Ay, g = promedio ( oo, T B lbfulla)

donde ¢; = 4+ 0 —.

S
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‘ Ecuacion de Riccati

Calculode A, --- A, g

® INTEGRAL FORMAL. G(z,u) = » " u"e"§y(2)
n>0
, - oG
® ECUACION DEL PUENTE. A,G' = A (u)-—
u

Singularidades en ecuaciones diferenc
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