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Introduccion
En los cursos elementales de métodos numéricos se explican
métodos para resolver ecuaciones no lineales, y en ocasiones, sis-
temas de ecuaciones no lineales. Frecuentemente en la practica
dichas ecuaciones o sistemas de ecuaciones dependen de parametros.
En esta leccién estudiaremos técnicas numéricas que permitan es-
tudiar la dependencia de la solucién de uno de dichos parametros.



1 Introduccion

Nos dedicaremos a resolver la ecuacién

f(u’ )‘) =0,

donde f es un campo de m componentes y m + 1 argumentos, de los que los m primeros los
agrupamos en el vector
w=[ug,..., u,l" €R™,

y el restante lo denotaremos por A, esto es
f:R™ 5 R™, ueR™ XNeR.

En general en lo que sigue y salvo que indiquemos lo contrario, utilizaremos notacién vectorial, y
reservaremos las letras minusculas para vectores (columna), denotando sus componentes (cuando
sea necesario referirse a ellas explicitamente) mediante subindices, como en el caso del vector u
anterior, las mayusculas para matrices, y las letras griegas minudsculas para escalares, (parametros
en nuestro contexto). Asi mismo en lo que sigue, ||-|| denotard la norma euclidea, que, recordemos,
para un vector

T =[xy,... 2",

de R™ tiene la expresion

2
el = ka4
Ejemplo 1 El sistema de ecuaciones

Bur(l —up) —ujug — A1 —e™®1) = 0,
—3u (1)
—Ug + 3ujug — pu(l — e™2"2) = 0.

modela el equilibrio de sardinas y grandes tunidos sometidos ambos a pesca sujeta a cuota, siendo
uy ¥ ug las poblaciones de sardinas y tunidos respetivamente, y A y u las correspondientes cuotas.
Tomando p en funciéon de A como
/\2
A)=—,
N = Go5oee

el sistema anterior lo podemos escribir como f(u, A) = 0 donde

| w 3w (1= wg) —wgug — A(1 — e77)
u = { Yo } ) y flu, ) = — Uy + 3uyus — p(A)(1 — e732) )

En la practica interesa saber cudles son las poblaciones de dichas especies en funcién de la cuota
A, para poder elegir adecuadamente este valor. Una mala eleccién puede traducirse en una drastica
disminucién de una o de ambas poblaciones, con los consiguientes efectos perniciosos sobre las flotas
y las industrias pesqueras que viven de la captura de dichas especies.




Ejemplo 2 La solucién (z,y) del sistema de ecuaciones

| 1
klo<x+ 42 )—2kx _—

1 )

klo(£+ﬁ> —%ky—p = 0,

1 ro

donde [y, [ y p son dos valores dados satisfaciendo lp > 1 > 0, y

le\/l2+2la:—|—x2+y2, y T2:\/l2—2la:—|—x2+y2,

son las coordenadas cartesianas del punto més alto de un pértico en equilibrio formado por dos
barras (de comportamiento similar a un muelle con constante k£ N/m, y de longitud natural [,
metros), apoyadas en los puntos de coordenadas (—[,0), y ([,0) (en metros), articuladas en su
union y en sus soportes, y soportando una carga de p N.

~/ /
Nétse que las dos ecuaciones del sistema (2) son
ov
v v
ox Jy

donde V es la energia potencial, dada por la energia eldstica mas el trabajo realizado por la carga
p, esto es

1 1
Viz,y) = 57?‘(7“1 —lp)* + 57@(7“2 —10)* + p(y — wo),
donde yo = /12 — I2.

Dividiendo las dos ecuaciones en (2) por kl e introduciendo las variables y pardmetros adimen-
sionales

u = x/l, us = y/l, A =p/(kl), y pu=1/l
(ndtese que p > 1) el sistemas de ecuaciones (2) se reescribe como

f(uv )‘> =0,

donde, para cada p > 0,

+1 -1
,U<U1 + o ) — 2uy
d; dy



dlz\/l—f—Qul—f—u%—l—u%, y d2:\/1—2u1—|—u%+u%.

En lo que sigue, siempre denotaremos por eq,...,e, a los vectores coordenados de R™ y e =

[1,...,1]" al vector de unos, siempre que no haya riesgo de confundirlo con el niimero e = 2.71728182.. . ..

Con esta notacion, observemos que las cantidades d; y ds se reescriben como
di=llutel, do=u—el,

Asi mismo, la expresién de f en (3) se puede escribir como

flu, N) = g(u, A\, ) = ,u(dil(u +e1)+ d%(u — 61)> — 2u — Nes. (4)
Interesa en la practica determinar la contraccion de las barras del pértico en funcion de la carga p
asi como determinar la estabilidad del mismo. Pensemos que una posible cofiguracién del mismo es
cuando las barras estan horizontales (r = y = 0) y la carga p es nula, pero intuitivamente vemos
que dicha configuracion es inestable para [y > [, ya que un pequeno desplazamiento hacia arriba
del punto de unién de las dos barras desestabilizaria esta configuracién y la estructura volveria a su
configuraciéon natural, en que las dos barras recuperan su longitud natural Iy (z =0, y = /12 — [?).

Notemos que si, la matriz jacobiana

Oufi o Ou,fi
au1fm aumfm

tiene rango maximo para un valor Ay de lambda y ug de u (esto es para la solucion ug de f(u, Ag)),
entonces, segun el teorema de la funcién implicita, para valores cercanos del parametro tenemos
una curva u = u(A) de soluciones

f(u(N),A) =0.

Esta es la idea que subyace a los métodos de célculo de soluciones que explicamos en las secciones
siguientes.

Los métodos de cédlculo que describiremos posteriormente, no obstante, utilzan en general el
método de Newton. Finalizamos esta seccion mostrando para los dos ejemplos que hemos descrito
anteriormente programas que implementas las funciones que dados u yA calculan f(u, \) y la matriz
jacobiana de f.

Ejemplo 1 (continuacién). Programas (funciones) de MATLAB u OCTAVE que implementen esta
funcién y su matriz jacobiana pueden ser los siguientes.

function f=funp(u,lambda)

% funci’on del modelo predador presa con pesca.
% Primero el par’ametro mu
mu=lambda~4/(10+lambda"2) ~2;



f=[3*xu(1)*(1-u(1)) - u(1)*u(2) - lambda*(1l-exp(-5*u(1)));
-u(2) + 3*xu(1)*u(2) - mux(l-exp(-3*u(2)))];

function J=jfunp(u,lambda)

% Jacobinao de la funci’on del modelo predador presa con pesca
% primero el par’ametro mu

mu=lambda~4/(10+lambda"2) ~2;

KhE=[3*xu(1)*(1-u(1)) - u(l)*u(2) - lambdax(1l-exp(-5*u(1)));

yA -u(2) + 3*u(1)*u(2) - mux(l-exp(-3*xu(2)))];

j11=3 - 6*u(1) - u(2) - 5xlambdaxexp(-5*u(1));

j22=-1 + 3*u(l) -3*muxexp(-3*u(2));

J=[j11, -u(1); 3*u(2), j22];

Ejemplo 2 (continuacién). Programas (funciones) de MATLAB u OCTAVE que implementen la
funcién (4) y su matriz jacobiana pueden ser por ejemplo los siguientes.

function f=funp(u,par)

% funci’on del modelo DE LAS DOS BARRAS-MUELLe en coordenadas cartesianas
lambda=par(1); mu=par(2);

el=[1; 0]; e2=[0; 171;

dl=norm(u+el); d2=norm(u-el);

f=mux((u+el)/d1l + (u-el)/d2) - 2*u - lambdaxe2;

function J=jfunp(u,par)

% Jacobiano de la funci\’on del del modelo

% DE LAS DOS BARRAS-MUELLe en coordenadas cartesianas
lambda=par(1); mu=par(2);

el=[1; 0]; e2=[0; 11;

di=norm(u+el); d2=norm(u-el);

%f=mu* ((u+tel)/d1l + (u-el)/d2) - 2*u - lambdaxe2;

% En Dd1 y Dd2 las diferenciales de dl y d2

Dd1=-(u+el)’/d1°3; Dd2=-(u-el)’/d2"3;

J=mux*(eye(2)*(1/d1 + 1/d2) + (utel)*Ddl + (u-el)*Dd2) - 2x*eye(2);

2 Continuacion en el parametro

Un procedimiento sencillo para estudiar como depende u del parametro A es calcular la solucién
para diversos valores del parametro. Se conoce con el nombre de continuacion en el parametro o



continuacion natural (véase por ejemplo [2, § 2.3.1], [5, § 10.2]). Dado que, tipicamente el sistema
f(u, A) = 0 se debe resolver por el método de Newton, y éste sélo converge si el iterante inicial estd
suficientemente cerca de la solucion, en el procedimiento de continuacién en el parametro se parte
de un valor A\g de A para el que se sepa la solucién wug (o sea facil calcularla porque para dicho valor
del parametro el problema f(u, A) = 0 es lineal) y se procede a calcular la solucién para valores del
parametro que se obtienen cada uno del anterior con un pequeno incremento, esto es, para

An = A1 + R, n=12,...,
se calcula (por el método de Newton) la soucién w,, del problema
flu, ) =0, n=12,...,

utilizando como iterante inicial para el método de Newton la solucion correspondiente al parametro
anterior o una extrapolacion de la soluciones correspondientes a parametros anteriores, esto es,

Up—1 — Up—
0 0 n—1 n—2
ul® =, 4, o ul=wu, ,+ h—)\ S

n—1 n—2

Una representacién grafica de la curva f(u, \) = 0 en el caso en que la dimensién m es m =1y de
los puntos que se obtienen por este procedimiento lo tenemos en la siguiente figura.

El valor h del incremento de A se elige en principio en funciéon de la densidad de puntos con
la que queramos obtener la curva u = u(\), pero se ajusta en funcién de la dificultad con la que
se resuelva por el método de Newton en problema f(u,\,) = 0. Bien puede ocurrir que para un
determinado valor de n, el valor de h que hasta ese momento se ha utilizado deje de ser vélido
porque el método de Newton no converge con el iterante inicial que le proporcionamos (bien el
extrapolado de valores anteriores, bien el valor u,,_; correspondiente a A,_1). Por ello, para resolver
f(u, \,) = 0, es aconsejable utilizar un algoritmo como el que mostramos a continuacién.

1) h <« 2h.
2) Mientras no se haya calculado w,, repetir lo siquiente:
21) h<+ h/2,

22) A< A+h,

93 O] ¢« g, | + homol ™ Un2
) “ “ 1+ /\n—l_/\n—2,



2.4) Intentar resolver f(u,A) =0 por el método de Newton partiendo de wlo,

3) An A Uy, < U.

Puesto que no hay garantia de que el método de Newton converja para valores de h > 0, el algoritmo
anterior puede caer en un bucle infinito, por lo que es aconsejable cambiar la linea 2) por la siguiente,

2) Mientras no se haya calculado w, y h > hyi, repetir lo siquiente:
donde Ay, es un valor fijado de antemano, y la linea 3) por la siguiente

3) Sih> hyn
A A, Uy, < U.
en caso contrario

abandonar el calculo de wu.

Asi mismo para evitar calcular con valores de h innecesariamente pequenos, es aconsejable duplicar
dicho valor (siempre que no se sobrepase un valor hy., prefijado de antemano) si el nimero de
iteraciones en la ltima aplicacién del método de Newton es 2 o menos, y dividirlo por dos (simpre
que no nos quede un valor menor que hpy;,) si es 4 o mas.

Ejemplo 1 (continuacién). Para pn = A = 0 es fécil comprobar que una solucién no trivial de (1)
esu=1[1/3, Q]T. Partiendo de este valor y tomando h = 0.02, hpax = 0.1 ¥ hpin = 10719, calculamos
20 puntos de la curva u = u() y representamos ||u|| frente a A, obteniendo la siguiente grafica.

22

L]
L]
[ ]
. L]
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Notse como al principio se dobla varias veces el valor de h hasta alcanzar el maximo posible, para
ser reducido cerca del minimo de ||u||, momento a partir del cual apenas varfa.

Ejemplo 2 (continuacién). Para p = 1/ cos(m/4) = v/2 (las barras del pértico sin carga forman
un dngulo de 45° con la horizontal) la solucién no trivial para la carga A = 0 es, por tanto, u = [0, 1]7.
Partiendo de este valor y tomando h = 0.02, Apax = 0.1 ¥ Amin = 10719, los 20 primeros puntos

7



de la curva u = u(\) calculados con el procedimiento de continuacién en el pardmetro descrito
anteriormente pueden verse en la siguiente figura, donde representamos la altura us frente a .

11— -
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Noétse como el incremento incial A = 0.2 es demasiado grande (el cdlculo del primer punto por el
método de Newton requiere 4 iteraciones o mas) y es dividido por 2, permaneciendo este valor sin
alterar en el calculo de los 19 puntos restantes.

3 Pseudo longitud de arco de Keller

La técnica de continuacion que tratamos en esta seccion recibe el normbre de pseudo longitud de
arco, y se debe a Herbert Bishop Keller en 1977 (véase por ejemplo [4], [2, § 2.3.2], [5, § 10.2]).
Permite superar las dificultades que encuentra la técnica de continuacién en el parametro en puntos
limite o pliegues.

Ejemplos 1 y 2 (continuacién). Si en en la seccién anterior en lugar de 20 puntos tratamos de
calcular 200 (partiendo de una solucién no trivial en A = 0, con h = 0.02, hpax = 0.04 ¥ Apin =
1071%) obtenemos que no es posible hacer converger al método de Newton en n = 129 (), = 1.5501)
en el Ejemplo 1y en n = 90 (\, = 0.2650) en el Ejemplo 2, a pesar de ser h < 107!°. Representando
graficamente ||u|| frente a A obtenemos lo mostrado en las siguientes figuras, donde la de la izquierda
corresponde al Ejemplo 1 y la de la derecha al 2.

1 . 1 . 1 .
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35




En ambos casos vemos que la grafica de ||u|| parece volverse vertical en las cercamas del valor A,
para el que falla el método de Newton, o, dicho de otro modo,

Dado que
d 1 du

— Nul = — ==
Z Ol = pr g

y como vemos, ||u|| es finito, concluimos que

du
dA Ao,

Ahora bien, nétese que derivando respecto de A en f(u, \) = 0 tenemos que

du
U N + - 07 5
f N I (5)
y para los Ejemplos 1 y 2 las derivadas parciales con respecto de A son, respectivamente

(1 — g5 40\3
Falu, ) = —M/\g B 23u2§ ; fy = m, flu, N) = { _(1] ] ;

ambas finitas (pues vy Alo son). Dividiendo en (5) por ||du/d\|| y haciendo tender A a A, concluimos

que para
du/d\

du/dN||’

que', obviamente es un vector de norma 1, se tiene que

v = lim
A= A

fuv = 0.

Tenemos pues que la diferencial f, no tiene rango méaximo y, por tanto, el teorema de la funcién
implicita no nos permite despejar u en funcién de \.

En la técnica de pseudo longitud de arco de Keller, para calcular un nuevo punto (u,, A,) sobre
la curva f(u,\) = 0 se completan las ecuaciones f(u, A) = 0 con la exigencia de que al proyectar el
nuevo punto (u,, A,) sobre la recta tangente a la curva en el tltimo punto calculado (u,_1, A\,—1) la
proyeccion esté a una distancia As prefijada de antemano. Precisemos esto.

'La prueba de la existencia de dicho limite se sale del 4&mbito de este curso. Aquéllos con ciertos conocimientos
de andlsis matemédtico podran entender sin dificultad, sin embargo, que dicho limite existe al menos para un sucesién
de valores A\, con \,, — Ay cuando n — oo



En lo que sigue las letras negritas las utilizaremos para denotar vectores ampliados con el

parametro.
U t
=i el

Denotaremos por t el vector unitario tangente a la curva u = u(\). Recuérdese que dicho vector
tangente unitario es

t—[i}, donde t =1, =\

donde aqui y en lo que sigue el punto denota derivada con respecto a la longitud de arco. Si
parametrizamos la curva u = u(\) en funcién de la longitud de arco s, derivando con respecto a s
en la igualdad f(u, \) =0 tenemos que

fali+ FAA =0, (6)

ecuacién que utilizaremos posteriormente para explicar cémo calcular la tangente t
Introducida la notacién anterior, estamos en condiciones de dar los detalles de la técnica de
continuacion en la pseudo longitud de arco de Keller. Como hemos indicado,

. t . .
si t,= [ " |, eslatangente a la curva en un punto de referencia (u,, A,) en la misma,
'

tipicamente, el ultimo punto calculado, (u,, A;) = (Un_1,An_1)) €l nuevo punto (u,,A,) es la
(pi 1 ulti lculad A A 1 A 1
solucién del sistema de ecuaciones
flu, ) =0 : flu,A) =0
T—w) 4 —A) = As [’ o, abreviadamente, 6 (—w) — As [ (7)

tal y como indicamos en el siguiente esquema para el caso m = 1.

. . . e . 0 , . .
Mencionemos que el iterante inicial uL] para el método de Newton, se toma a distancia As de u,

sobre la recta tangente, esto es

ul = u, + Ast, = [UT]—FAS{U}

Ar Tr

Una vez calculado el nuevo punto (u,, A, ), procedemos a calcular el siguiente punto (11, Ani1)
repitiendo lo hecho para calcular (u,, A,) con los cambios correspondientes, tal y como indicamos

10



en el siguiente esquema.

An—2 A1 An

A

Para el célculo de la nueva tangente t,, en el punto (u,, \,), que, tipicamente, pasa ahora a ser el
punto de en la curva, podemos completar las ecuaciones (6) con exigir que el producto escalar con
t, sea 1, esto es, encontramos la

(8)

t,-x 1

solucién x = { z } del sistema

donde f,, y f\ estan evaluados en (u,, A,). Una vez calculado el vector x, procedemos a normalizarlo
para obtener el vector unitario ,t

Noétese que previo al cdlculo de la tangente t,, al calcular el propio punto (u,, A,) al aplicando
el método de Newton para resolver las ecuaciones (7) se deben encontrar

foelfl + frelkl = — flHl }

oIk

los incrementos e = { (k] } resolviendo sistemas de la forma t, el — gkl

(donde f, v f\ estén evualdos en el iterante (ugf L )Jf])) siendo la matriz de coeficientes de estos
sistemas la misma que la del sistema (8). De este modo, la tltima factorizacén de estas matrices
que se haya hecho en el método de Newton se puede aprovechar para el calculo de la tangente.
Ejemplos 1 y 2 (continuacidén). Si en vez de continuacén en el parametro como hemos hecho al
principio de esta seccion, utilizamos la técnica de la pseudolongitud de arco de Keller para calcular
200 200 (partiendo de una solucién no trivial en A = 0, con h = 0.02, hyax = 0.04 ¥ hppin = 10710,
igual que antes) obtenemos las gréficas que a continuacién mostramos

1
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donde vemos que con esta técnica hemos sido capaces de calcular puntos en la curva superado el
punto de retorno.

4 Estabilidad

Los soluciénes de

fu,A) =0
son los equilibrios del sistema
u' = f(u, \), (9)
donde
u = iu
Codt
0, en el caso de problemas de segundo orden
Mu" = f(u, \), (10)
siendo f = —VV(u, A) el opuesto del gradiente de un cierto potencial V| y M una matriz simétrica

y definida positiva.
En la practica interesa saber si dichos equilibrios son estables o inestables. En el primer caso,
un equilibrio (ug, Ag) de (9) es asintéticamente estable si la matriz jacobiana

Ouwf1 - Ou,fi
Ou,fm o Oup, fm

evaluada en el punto de equilibrio, f,(ug, Ag) tiene todos sus autovalores con parte real estrictamente
negativa; sera inestable si hay algin autovalor con parte real estrictamente positiva, y no se puede a
priori determinar la estabilidad del equilibrio si no hay ningtin autovalor con parte real estrictamente
positiva pero hay al menos uno con parte real nula. Cuando los autovalores de f, tienen todos ellos
parte real distinta de cero, el equilibrio correspondiente se dice hiperbdlico. Los enunciados anteriores
son bien conocidos pueden encontrarse en multitud de libros de texto (véanse por ejemplo, [2,
§ 1.5], [5, Theorem 1.5]). Un resultado més profundo, conocido como teorema de Hartam-Grobman
relaciona el mapa de fase en un entorno del equilibrio con el del sistema lineal dx/dt = Ax, siendo
A = fu(ug, \o) (vése por ejemplo [3, Theorem 7.1]).

Ejemplo 1 (continuacién). Para A = 0.5 una de las soluciones de f(u,A) =0 esu; =0.3335.. .,
uy = 0.7831.... La matriz jacobiana f, en dicho equilibrio tiene autovolares o = —0.1153£0.85411,
con parte real negativa, luego estable. Mostramos a continaucién la dos componentes u(t) de
solucién de u' = f(u,0.5), con u(0) = [1,1]7, frente al tiempo. Obsérvese cémo a medida que
t crece cada componente de la solucién converge a un valor constante (que es la correspondiente
componente del equilibrio). Mostramos también la trayectoria de la solucién, con indicacién del
sentido del avance del tiempo. Se aprecia la convergencia al equilibrio.

12
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Componentes de la solucién (izda.) frente al tiempo y trayectoria (dcha.) de la solucién
de v’ = f(u,\) con A =1/2 y u(0) = [1,1]T.

En el segundo caso, un equibrio (ug, Ag) de (10) es estable si f, tiene todos sus autovalores
estrictamente negativos, pues en este caso, uy es en minimo de la funcién

1
T(u,u") = §(u')TMu' + V(u, \)

que, como bien sabemos, es una integral primera de (10) (las soluciones de (10) estén, para A fijo,
en los conjuntos de nivel T'(u,u’) = 0). Por la misma razén, el equilibrio (ug, Ag) serd inestable
si fu(ug, \g) tiene algin autovalor estrictamente positivo, y no se podra determinar a priori la
estabilidad del mismo si no habiendo autovalores estrictamente positivos, hay al menos un autovalor
nulo.

Ejemplo 2 (continuacién). Para = 1/ cos(n/4) yA = 0.5 una de las soluciones de f(u,\) =0
tiene por componentes u; = 0y us = 0.8249. ... Los autovalores de la matriz jacobiana f, en dicho
equilibrio son o7 = —1.1164 ... y 09 = —0.7017, ambos negativos, luego el equilibrio es estable (de
hecho f, es una matriz diagonal con dichos valores como componentes diagonales). En la siguiente
figura representamos frente al tiempo las dos componentes de la solucién u de u” = f(u, A) con dato
inicial u(0) = [0.1,0.9]" y «/(0) = 0, y, en linea de puntos, del equilibrio mencionado,

1

0.5F

-0.5 I I I I I I I
0

junto con las trazas en los planos (uy,u]) y (ug,u)) de las trayectorias en la figura que mostramos
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a continuacién.

0.1
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u u,

Observése como a medida que avanza el tiempo, aunque la solucién u(t) no converge al equilibrio,
sin embargo, no se aleja del mismo. El equilibrio, aun no siendo asintoticamente estable, es estable.

Nota 1 En ocasiones, generalmente debido a cambios de variable que permite expresar el potencial
V' con mayor sencillez, en vez del sistema (10), se tiene el sistema

d
donde f = —=VV(y,\) y G = G(y) es una matriz no singular y, al igual que en (10), M es una
matriz simétrica y definida positiva. En este caso, una integral primera viene dada por

! ]' !
T(y.y) =5 GIYMGy + V(y, ),

por lo que los equilibrios serdn estables si, como en el caso de (10), f, tiene todos sus autovalores
estrictamente negativos. (Haga el Ejercicio 6).

Nota 2 Recuerde que el sistema (10), cuando modela un sistema mecdanico, es una idealizacién de
la realidad en la que se desprecia la disipacion de energia por friccién. En multitud de ejemplos, la
friccion se modela anadiendo el término —C'u’ al segundo miembro de (10), donde C' es una matriz
simétrica y definida positiva. Notese que en este caso, para

T(u, ) = %(u’)TMu’) V),

que en ausencia de friccién es una integral primera, ahora se tiene

%T(u,u’) = ()" (Mu" = f(u,\) = —(«)"Cu'.
Al ser la matriz C' definida positiva, se tiene que —(u’)TCu/ < 0 si u/ # 0. Esto es, siempre que la
velocidad no sea nula, se pierde energia. De este hecho se puede deducir que las soluciones que estén
en un entorno del equilibrio, tienden al mismo cuando t — co. En otras palabras, los equilibrios que
en ausencia de rozamiento son estables pasan a ser asintéticamente estables cuando se considera el
rozamiento.
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Ejemplos 1 y 2 (continuacién). A la vista de las figuras en la p. 11, podemos intuir que los

equilibrios seran estables en una parte de la rama hasta llegar al punto de retorno, momento a partir

del cual, tal y como nos explica la teorfa serdn inestables. En el caso del sistema (1), puesto que

para la solucién u = [1/3,2]7 correspondiente ay = A = 0 es inmediato comprobar que su matriz
jacobiana

| 3—06u; —ug —uy -1 -1/3

Ju = g —1+3u1}_{ 6 0 ]’

A = —(141iV/7)/2, y por tanto es estable, intuimos que la parte inferior de la rama de equilibrios
esta formada por equilibrios estables. En el caso del Ejemplo 2, por consideraciones fisicas, sabemos
que es la parte superior la formada por equilibrios estables.

Procedemos a calcular los autovalores de las matrices jacobianas f, de los equilibrios en ambos
casos, obteniendo os resultados que a continuacién mostramos, donde el color azul indica que todos
los autovalores tienen parte real negativa, rojo (y linea discontinua) que hay un autovalor positivo
y otro negativo, y morado (y linea de puntos) que los dos autovalores tienen parte real positiva.

5 1

4.5r 0.9

Si bien el caso del Ejemplo 2 es tal y como esperabamos, en el Ejemplo 1 nos llevamos la sorpresa
de que en la parte inferior de la rama de equilibrios hay cambios de estabilidad antes de llegar al
pliegue o punto de retorno. Las partes real e imaginaria de los dos autovalores de esta parte inferior
de la rama las tenemos representadas en el siguiente grafico,

o LeemTTTTTTTTTES ~<
~— 0 = Syea—
Ny RIS
,6:\_2 ~.
‘:“’ \
o Y \
_6 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
)
2 T T T
N..
o TTT—
- | T/
.o T ______-
5 .
e
< _1/
E
& ‘ ‘ ‘

donde vemos que hasta A = 0.82 aproximadamente hay dos autovalores complejos conjugados
(tienen sus partes reales iguales, y por tanto, superpuestas en el grafico superior, y sus imaginarias
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distintas y de signo opuesto en en el inferior). Dicha parte real crece hasta A = 0.82, y que cerca de
A = 0.67 pasa de negativa a positiva, en lo que se conoce como bifurcacion de Hopf Notese también
que en A = 0.82, los dos autovalores complejos colapsan en uno real doble, que a partir de ese
momento se separa en dos autovalores reales distintos (a partir de A = 0.82, las partes imaginarias
estan superpuestas en el grafico, y son iguales a cero). Uno de estos autovalores decrece y pasa de
positivo a negativo como podemos ver en el siguiente gréafico

0.2+ . 4
N ,
o 01F 3 8
A
~ 0 N

- S
- 01} N :
e .
< -02F ~<_ 1
o) RN
S _03f ~-__ A
I I I~

1 1 1 1 1 1 1 1
0.74 076 0.78 0.8 082 084 086 0.88 0.9 0.92

(cerca de lambda=0.83), donde salvo que haya una degeneracién mayor, se cruzard con otra rama,
en lo que se conoce como punto de ramificacion. Le conviene hacer ahora el Problema 3.

Es bien conocido que, en general, el calculo de autovalores es computacionalmente mas costoso
que la resolucion de un sistema lineal, por lo que serfa deseable saber el niimero de autovalores de
parte real positiva sin necesidad de calcularlos. En el caso del sistema (10) esto es posible ya que
al ser f, es simétrica, el teorema de inercia de Steiner nos garantiza que la terna formada por el
numero de autovalores positivos, negativos y nulos de f,, conocida como signatura, es igual para
cualquier otra matriz de la forma

R'f.R,

con R matriz no singular. Podemos encontrar una matriz de esta forma y cuya signatura sea
facil de calcular mediante la descomposicién LDL™T por bloques. Dada una matriz A simétrica de
dimensiones m x m, una descomposicién LDLT de A por bloques (tal descomposicén no es tinica)
es una igualdad de la forma

PAPT = LDL",

donde P es matriz de permutacion, L es triangular inferior con diagonal de unos y D es matriz
diagonal por bloques de tamano 1 x 1 o 2 X 2, esto es

Dy
D= , Dy matriz 1 x 1 0 2 X 2, k=1,...,p.

D

pp

Notese que es poco costoso computacionalmente calcular la signatura de la matriz de la matriz D
De hecho, si la descomposicén LD LT se obtiene con un algoritmo estable numéricamente (véase por
ejempo [1, S 4.4.3-4.]), si un bloque Dy, es 2x 2, entonces tiene un autovalor positivo y otro negativo.
Dichos algoritmos implementan una version por bloques 1 x 1 0 2 x 2 de la eliminacién gaussiana
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con pivotaje por filas y columnas. Su costo computacional se encuentra entre O(m?3/6) y O(m?/3)
flops (dependiendo del algoritmo emplead) para una matriz m x m. En MATLAB y OCTAVE la
descomposcién LDLT se puede calcular con el comando 1d1. En LAPACK, con la rutina dsytrf, y
para matrices dispersas, con el conjunto de rutinas de prefijo ma57 de la HSL Mathematical Software
Library (antes, Harwell Subroutine Library). MATLAB y OCTAVE utilizan estas rutinas ma57 para
el calculo de la descomposicén LDLT de matrices dispersas.

Encontrando pues una factorizacon

PTf,P=LDL"

podemos conocer la signatura de f, con un costo computacional generalmente considerablemente
inferior que el del calculo de sus autovalores.

5 Repaso de la teoria

5.1 Algebra lineal

A continuacion repasamos una serie de cuestiones que la experiencia demuestra que el lector suele
tener olvidadas y cuyo dominio (que no sélo conocimiento) es muy til para entender y aprovechar
el repaso de la teoria basica de bifurcaciones que haremos después.

Productos matriz por vector y combinaciénes lineales. En lo que sigue consideramos una
matriz A de dimensiones m x n. Los dos primeros hechos que no debe olvidar son los siguientes.

1. Six = [zry,...,z,]7 € R", el producto Az es una combinacion lineal de las columnas de A,
siendo los escalares de dicha combinacion lineal las componentes de x. En efecto, fijémonos
que

a11r1 + -+ a1ty ari Q1n

Ax = : , que coincide con x4 : +- -+, : . (12)
Am1T1 +- 4+ AmnTn am1 Amn,

2. Siy=[yi,...,ym)t € R™, el producto y’ A es una combinacién lineal de las filas de A, siendo

los escalares de dicha combinacion lineal las componentes de .

Gilbert Strang, afamado profesor del MIT, y que explicé dlgebra lineal durante muchos anos (entre
otras cosas) afirmaba que el alumno que tuviese el reflejo de ver una combinacién lineal de vectores
como un producto matriz por vector y un producto matriz por vector como una combinacion lineal
de vectores, segin interesase o conviniese, tenia ganada la mitad de la partida al algebra lineal. Y
tenfa mas razon que un santo. Métase los dos puntos anteriores en la cabeza. Le ird bastante mejor
que si los ignora.

Los cuatro subespacios fundamentales de una matriz. Si A es una matriz de dimensiones m x n
recuerde que el espacio nulo o nicleo de A, que se denota como Nul(A) (que también se denota
como Ker(A) pues en la literatura en ingés se le conoce como "kernel of A”) es el subespacio

Nul(A) = {z € R" | Az = 0},
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y que el espacio imagen o colunma de A, denotado como col(A) o R(A) (de la literatura en inglés
”Range of A) es el espacio generado por sus columnas, esto es

col(A) = {Ax | x € R"}.

(Aplique lo visto en (12)).
Recuerde que en el bachillerato o en primero aprendié (o debié aprender) que

dim(col(A)) + dim(Nul(A4)) = n, (13)
y que el
el rango de A es dim(col(A)),

que coincide (que es) el méximo nimero de columnas de A linealmente independientes. En la
literatura en ingés, el rango recibe en nombre de “rank”, y no debe confundirse con "range”, que
se refiere al espacio columna.

Recuerde asi mismo que

dim(col(A)) = dim(col(AT)) (14)

esto es, que los rangos de A y AT coinciden. Reciben el nombre de los cuatro subespacios funda-
mentales de una matriz A los espacios columna y nulos de A y AT,

Recuerde asi mismo que dado un subespacio V' de R", el espacio perpendicular a V' esta formado
por los vectores perpendiculares a todos los vectores V' (o, simplemente, perpendiculares a una base
de V), y se denota como V1, esto es

Vi={zeR" | v'2=0 WweV},

07
si {vy,...,v;} es base de V, Vi={zeR" | UJTZL‘:O, j=1,...k}.

De esto ultimo se deduce que
Si V' es subespacio de R, dim(V+) = n — dim(V). (15)

Ademas,
veVnNVt = v=0,

(pues ||lv]|* = v"v, pero por ser a la vez v € V y v € VL se tiene que v7v = 0), que junto con (15)
implica que
Si V' es subespacio de R, R" =V @ dim(V™). (16)

Note que también de (15) se deduce que
(VHt =V (17)
Se tienen ademaés las siguientes relaciones
col(A) = Nul(A")+, (18)
Nul(A) = col(AT)*, (19)
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Recuerde que la prueba de (18) es muy sencilla: Si y € R™ es de la forma Az y w € R™ es tal que
ATw = 0, tenemos que

wly = w' (Ar) = wh Ar = (W A)x =0,
=0

que muestra que col(A) C Nul(AT)+; pero, por un lado tenemos que el rango rg(A) = dim(col(A)),
y, por otro, dim(Nul(AT)+) = m — dim(Nul(AT)) = m — (m — rg(A)) = rg(A). Tenemos pues un
espacio, col(A) contenido en otro, Nul(AT)%, y ambos tienen la misma dimensién, entonces deben
ser iguales. (;Por qué? Haga el Ejercicio 11).

Ortogonalidad y autovectores. Recuerde por tltimo que si A es una matriz cuadrada de orden m,
los autovectores de AT asociados a un autovalor o son perpendiculares a todos los autovectores y
autovectores generalizados de A asociados a otro autovalor u. Esta afirmaciéon es facil de probar:
Si ATw = ow, y v es autovector generalizado de A asociado a otro autovalor p # o, esto es,
(A — pl)*v = 0, tenemos entonces que

A-—puhHfv=0 = 0=w"(A—pul)fv=(0"(4A-p)")v=(0c—prw',

y como o # p, deducimos que por fuerza debe ser w’v = 0.
Como consecuencia de lo anterior si A es autovalor simple de A y w y v son autovectores no nulos
de AT y de A respectivamente, asociados ambos al autovalor A, entonces w’v # 0 (;Por qué?).

5.2 Teoria basica de bifurcaciones
5.2.1 Preliminares

Como en secciones anteriores, en lo que sigue f es una aplicacion f : R™ xR — R™. Recordamos en
esta seccién los posibles escenarios que nos podemos encontrar (al menos los més comunes) cuando
en una rama de equilibrios f(u,\) = 0 uno de los autovalores de f, tiene parte real nula. En el
caso en que dicho autovalor sea real, se tendra que el determinante de f, sera nulo.

En lo que sigue, supondremos pues que parametrizando dicha rama de equilibrios por su longitud
de arco s, para s = s uno de los autovalores de f,(u(so), A(sp)) es nulo. También en lo que sigue,
salvo que especifiquemos lo contrario, siempre estaremos evaluando f y sus derivadas en (u(s), A(s)),
por lo que evitaremos especificar de manera explicita esta dependencia, y asi, escribiremos

fu7 f)n fu)n etc,

en vez de f,(u(s), A(s)), fa(u(s),A(s)), etc. Cuando sea necesario resaltar que evaluamos f y sus
derivadas en (u(sg), A(so)), escribiremos

Q(L)?f)0\7 3/\7 etc,
en vez de f,(u(s),A(s)), fa(u(so),A(so)), etc, aunque frecuentemente omitiremos incluso el su-
perindice 0 cuando ello no de lugar a cofusion.
Observamos que al haber un sélo autovalor de f, que se anula en s = sg, el rango de f2 es m—1.
En lo que sigue también denotaremos por w y v vectores unitarios de Nul((fO)T) y de f?,
respectivamente, esto es

w'f0=0" fw=0, juntocon v= [ v ] e R™L,

0

19



Dado que el rango de f2 es m — 1, tenemos que
Nul(f?) = lin(v), Nul((fS)T) = lin(w),

(en estas notas, lin denota espacio generado). En otras palabras v y w son bases de Nul(f?) y
de Nul(( fS)T). Observe que tal y como hemos recordado antes w es perpendicular al espacio
columna de f,. En particular tendremos

Recollf)) & w'fi=0 (20)

Distinguimos dos casos sgin fY esté o no en el espacio imagen o columna de f°

5.2.2 Caso de f, & col(f,)

Estudiamos a continuacion el caso en que

w’ f\ # 0. (21)

Notese que la diferencial de f respecto de u y A

[fua f)x]

en s = sy tiene rango méximo, pues al ser Nul(f?) = lin(v) se tiene que el rango de f° es m — 1.
Luego hay m — 1 columnas linealmente independientes en fC. Pero al ser f? & col(f), no se puede
expresar f) como combinacién lineal de las m — 1 columnas independientes de fC y, por tanto, éstas
y fY son m vectores linealmente independientes. Tenemos entonces que, efectivamente,

rg([fu; []) = m.

El teorema de la funcién implicita nos garantiza entonces que las soluciones de f(u,\) = 0 en un
entorno de (u(sg), A(so)) son un curva (m — 1 componentes de u y A parametrizables en términos de
la restante componente de u) que debe ser por tanto la curva (u(s), A(s)) que venfamos considerando.
Curva que no tendremos problema en calcular con la técnica de la pseudo longitud de arco de Keller,
como mostramos al final de esta seccion.

Veamos ahora cémo es dicha curva o rama de equilibrios en un entorno de (u(sg), A(sg))-
Derivando respecto de s en la igualdad f(u(s), A(s)) = 0 tenemos que

fuit+ fAd =0, (22)

donde, aqui y en lo que sigue, el punto " significa la derivada con respecto a la longitud de arco,
d/ds. En particular para s = s

fi’ + HX° =0 (23)
que implica . ‘
w i’ +wtHA =0 = w [N =0
#0
=0

de donde sacamos que '
A =0. (24)
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o en otras palabras, A tiene un punto critico en s = sg (un méximo, un minimo o un punto de
inflexién). Llevando este resultado a (23) tenemos f24° = 0, que implica que @° estd en el espacio
nulo de f2, y por tanto debe ser proporcional a v. Al ser unitarios ambos vectores tenemos que

u’ = +o. (25)
Derivando respecto de s en (22) obtenemos
Fuu(it, @) + 22X funtt + N2 fax + fuii + fA(A) = 0,
donde, para casa xz,y € R™, f,.(z,y) es un vector de m componentes que vienen dadas por
(fuulzy)e =" fGly.  k=1....m, (26)

siendo, obviamente, f&ﬁ) la matriz hessiana de la k-ésima componente f*) de f. Dado que, como
hemos visto en (24) \° = 0, @° = £v, y wT f0 = 0, al evaluar (26) en s = sy y tomar producto
escalar con w obtenemos

wh fou(v,0) + A’ f) =0,

de donde se sigue que

o _ W 0,0)

wT f9

No es esperable en general que el numerador se nulo. Esto es, en general tendremos un maximo o

un minimo en A, esto es, un pliegue, o punto limite (”fold” o ”limit point” en la literatura inglesa).

Veamos ahora si el autovalor que se hace cero en (u(sg), A(sp)) cambia de signo. Llamemos a

dicho autovalor o, y de sus autovectores asociados, seleccionemos aquel vector y para el que v’y = 0.
Tendremos entonces que, a lo largo de la rama de equilibrios (u(s), A(s)), y y o satisfacen que

(27)

Juy—oy = 0,
vly = 0. (28)

Notemos que, en particular, para s = sg se tiene que
Y’ =, o’ =0. (29)
Derivando respecto de s en (28) tenemos que
Fuu(ty) + fu + Muy + 6y + 05 = 0,
Ty =0.
Evaluando en s = 0y recordando que A° = 0, 4° = +v (véanse férmulas (24) y (25)) y aplicando (29)

tenemos que

+ 1(L)”LL<U’ U) + f'gyo + 0'-01) = 07
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vIg? = 0.
Multiplicando escalarmente la primera igualdad por w y recordando que w’ f0 = 0 tenemos que
+w? f2,(v,v) + ¢®wlv = 0.

Dado que wfv # 0 (vuelva a leer el dltimo parrafo de la Seccién 5.1) tenemos que

T £0 T 70
U::Fw uu(U7U) :/\w f)\.
wTv wT 4O

Luego siempre que \° # 0 (que en particular implica que en s = sg , el pardmetro A tiene o bien
un maximo o bien un minimo), el autovalor que se hace nulo en s = s, cambia de signo (por tener
derivada no nula).

Para terminar mostramos ahora que utilizando la técnica de la pseudo longitud de arco de Keller
las ecuaciones que hay que resolver en cada punto son de jacobiano invertible (para incrementos As
suficientemente pequenos). En efecto, notemos que de (22) deducimos que

¢ — { K } € Nul([f., fA]).

Si, ademas
rg([fu7 f)\D = m?
entonces

Nul([fu, f2]) = lin(t).

Denotando como es habitual

la matriz de dimensiones (m + 1) x (m + 1)

como probamos a continuacion, tiene rango maximo. En efecto si planteando encontrar los vectores

X = {x} € Nul(J)
3
como solucién del sistema Jx = 0, debera satisfacerse

fut +Efx =0,
tTe + Té\: 0. (30)

De la primera ecuacién obtenemos que x € Nul([f,, f2]), ¥ por tanto x = at para algin a € R.
Pero la segunda ecuacién es entonces

0=tTz + 76 =t"(at) + 7(ar) = a||t]]> = .
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De donde deducimos que
Nul([fu, f]) = {0}.

En la técnica de la pseudolongitud de arco, la funcién de la que hay que encontrar un cero para
calcular un nuevo punto en la curva f(u,\) =0 es

Flu,\) = { tT(u — u,) ‘{(71::7(?\)_ Ar) = As ]

Uy IR
wefx] )

son, respectivamente, el punto y la tangente de referencia (tipicamente los ultimos calculados). La
matriz jacobiana de la funciéon F' es es

donde

Si buscamos los vectores x de su espacio nulo repitiendo lo hecho anteriormente con la matriz J,
concluiremos que x = at para algiin a € R y que 0 = a(t!'t). Bastara pues con que t y t, no sean
ortogonales para que el espacio nulo de J se reduzca al vector nulo y, por tanto, J sea invertible.
Como bien sabemos, en tal caso, el método de Newton convergerd (cuadraticamente, ademds) para
iterantes iniciales suficientemente cercanos al cero. Dichos iterantes cercanos al cero y vectores t
y t, casi paralelos se garantiza con As suficientemente pequeno.

5.2.3 Caso fy € col(f,)

Estudiamos a continuacion el caso en que
w’ f) =0, (31)

y, por tanto, fy € col(f). Nétese que en este caso, para la diferencial de f respecto de u y A
[fu, fA], en s = sq se tiene que
wT[ 1?) f)?] =0, (32)
y como al ser Nul(f?) = lin(v) y, por tanto de dimensién 1, se tiene que f¥ tiene rango m — 1, de
lo que se sigue que
rg([fi, fA°]) =m — 1.

Es entonces inmediato comprobar que

Nul([f2, fA%) = lin({v,t}), con v= { 8 ] . t= { j ] . conT#0  (33)

Dedicamos lo que viene a continuacién a razonar que, en condiciones muy genéricas, en (u®, \°) se
cruzan dos ramas de equilibrios. Para ellos planteamos la reduccion de Liapunov-Schmidt siguiente.
Consideramos G : R x R x R™ x R x R — R™*2 dada por

fu® +at+Bv+y, N +ar+7v) — dw

G(a, B,y,7,0) = thy + 17 :
vly
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que, denotando
1Y
=11

f@’+at+8v+y) —dw

abreviaremos como

G(a7 /87Y7 5) = tTy
vly
Observamos que
Fu®,A%) 0
G/(0,0,0,0) = 0 =10 (34)
0 0
Por otro lado la diferencial G, ,sena==v=0=0ey=0es
f 1w
Gy,%d = tT T 0
o 0 0

Veamos que esta matriz, que tiene dimensiones (m + 2) x (m + 2) tiene rango m + 2. Para ello

buscamos vectores
T

X = 19 S Nul(Gy7%5),
v
como solucién del sistema
fox +Ef +vw = 0,
tTe +7¢ = 0, (35)

vl = 0.

Multiplicando escalarmente la primera ecuacién por w y recordando (32) tenemos que

w? fo2 + Ew? f{ + vwTw =0,
= v=_0.
wlf0=0, w'f=0,

con lo que la primera ecuacién es en realidad

pavert=o = x=|¢|emaa gy =m({| L].[5]})

HEIHEIH!

para ciertos k,6 € R. Pero de las dos tltimas ecuaciones de (35) nos indican que x es ortogonal a
t y v, con lo que deben ser £ = 0 = 0. Tenemos pues que Nul(G, . 5) se reduce al vector nulo y la
matriz G -5 es invertible.

De (34) y de que G,,s tenga rango maximo, aplicando el teorema de la funcién implicita
deducimos que existen funciones y = y(«,8) y § = 6(a, ), definidas en un entorno de o = 0
y B = 0 tales que

esto es

y(0,0)=0,  §(0,0) =0, (36)
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esto es,
F(u + at + Bv + y(a, B) — 6, Byw | [0
t"y(a, B) =10 (37)
viy(a,B) 0
Denotemos, como es frecuente en la literatura,
g(e, ) = (e, B).
Observemos que las soluciones de
9(a, B) =0, (38)

se corresponden, por medio de la funcién y = y(«, ) y de la relacién (37), con las soluciones de
f(u, A) =0 en un entorno de (ug, Ao). Estudiando la funcién g conseguiremos describir el conjunto
de soluciones de f(u,\) = 0 en un entorno de (ug, Ag). Este estudio consistird en calcular su
desarrollo de Taylor.

Procederemos por tanto a tomar derivadas parciales con respecto de a y 8 en la igualdad

fa® +at + v +y(a, B)) — gla, Bw = 0. (39)

Asi, derivando respecto de o y 3 obtenemos

fu(t + Ya) + gow = 07
fa(v+ YB) + ggw =0,

que evaluando en o = § = 0 y recordando que

fat=flt+7fi=0,  fiv=flv=0,

da lugar a
fn?ya + gaw = 0,
(40)
fays + gsw = 0.
Tomando producto escalar con w obtenemos
waSYa + ga(wTw) =0,
w’ fays + gs(w'w) = 0.
y recordando que
wau = wT[ 1?>f)[\)] = Oa
(recuerde (32)) tenemos que en a« = 5 =0
ga = 9gp = 0. (41)
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Esto implica que (40) es, en realidad,

fSYOc = 07
ays = 0.

Esto es, ya,ys € Nul(f2), que, recordemos, estd generado por t y v. Pero derivando con respecto
de a'y B en (37) obtenemos que y, e yz son, a su vez, ortogonales a t y v. De donde se deduce que

Yo =Yz =0. (42)
Derivando dos veces respecto de oy 3 en (39) obtenemos

fuu(t + Yaat + Ya) + quoca + JaaW = 07
fuu(t + Yo  V + YB) + quaB + JapW = 0’
Jou(V+y5, Vv +ys) + fuyss + gssw = 0,

que evaluando en a@ = § = 0 y recordando (42) da lugar a

fuu(tat) + quaa + GaaW = 07
fuu(tav) + quaﬁ + GapW = 07
fau(V, V) + fuyss + gssw = 0.

Tomando producto escalar con w (y recordando que w’ f, = 0 y que ww = 1) obtenemos que, en
a=[0=0,
wauu(ta t) + Goo = 0,
wauU(ta v) + 9ap =0, (4?’)
w! fuu(v,v) + ggs = 0.

No pierda de vista, no obstante, que

fuu(tyt) fuu( 7t) +2Tfu)\t+7-2f)\)\7
fuu(tav) fuu( ,’U) +7_fu/\va
fuu(vav) - fuu(vav)'

Noétese también que derivando dos veces respecto de s en f(u(s), A(s)) = 0 obtenemos que

t
t

Fuu(, @) 4 2\ funit + A2 fax + fuii + Afr = 0,

que tomando producto escalar con w y evaluando en s = so, y recordando que w” f) = 0y w” f =0,
y que u(sg) =ty A(sg) = 7 da lugar a

0= wT(fw(t,t) + 27 furt + T2 fan) = w” fuu(t, t).

Tenemos que por tanto, que la funcién g(«, ), cuyos ceros se corresponden con las soluciones
de f(u,\) =0 en un entorno de (u°, \°) es de la forma

g(a, B) = crpaff + %ﬁ + términos de orden superior, (44)
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donde
Ci12 = _wauu(ta U) - Twau)\U - _wauu(t7V)7 Co2 = _wauu(Uav) = _wauu(Vav)' (45)

valores que, en general, serdn no nulos. Para hacernos idea de cémo son las soluciones de g(«, 5) = 0,
igualamos a cero, los primeros términos del desarrollo de Taylor,

2
2c1pa8 + c223” = 0,
ecuacion ésta conocida como ecuacién algebraica de bifurcacion. Una de sus soluciones es
B =0, aeR

que se corresponde con la solucién (u(s), A(s)) de f(u, A) = 0 de la que hemos partido. Otra solucién
es la recta de ecuacién
20120& + 0225 = 0. (46)

que se corresponderd con otra rama de soluciones de f(u, \) = 0 distinta de la rama de la que hemos
partido.

Ejemplo 1 (continuacién). En la p. 16 vimos que en la rama de equilibrios que habiamos
calculado un autovalor pasaba de positivo a negativo cerca de A = 0.83. De hecho es en \g =
0.822988 . ... En este caso, ademds, A es creciente a lo largo de la rama. Esto es, se tiene un punto
donde f,t +7fy = 0 con 7 # 0, con lo que f\ € col(f,), y para dicho punto ademds se tiene
que, como un autovalor cambia de signo, el correspondiente autovector satisface f,v = 0. Segun
lo que acabamos de ver, en dicho punto hay un cruce de ramas. En las graficas que mostramos
a continuacién podemos ver dicho cruce de ramas, asi como el conjunto g(a, ) = 0 en el plano
af. Notese como una de las ramas es paralela en el punto de cruce al eje § = 0. De hecho es
practicamente coincidente con dicho eje.

0.1

0.01F
0.05
@ o0
SIS
—0.01+
—0.05— 0.4
0.35 -0.02+
-0.1
0.78 0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 u _0.03 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 20.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 006 0.08
A o
f(u:)‘): g(a,ﬁ):()

Ejemplo 2 (continuacién). En lo visto en este ejemplo en la p. 15 el tnico cambio de signo
corresponde a un pliegue. Sin embargo, si tomamos pu = 1/cos(77/16), en A\g = 0.41574 ..., un
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autovalor pasa de ser negativo para A < \g a positivo para A > Ag. Como la rama de soluciones
de f(u,A) = 0 toma valores a ambos lados de \g, se tiene f,t + 7fy = 0 con 7 # 0, con lo
que fy € col(f,), y para A = )\, ademds se tiene que, como un autovalor cambia de signo, el
correspondiente autovector satisface f,v = 0. Segun lo que acabamos de ver, en dicho punto hay
un cruce de ramas. Mostramos a continuacién dicho cruce, asi como el conjunto g(c, 5) = 0.

1

5.2
0.8
5 0.6t
:(\l 4.8 0.4f
0.2}
46
o of
4.4 1
] —0.2
—0.4f
0 Y
1 —o8t
06 0.8
uy 1 02 04 As 0 0.5
A o
flu,\) =0 g(a, 8) =0

En est caso se tiene que el coeficiente cgs es cero (algo que no es genérico en sistemas de un parametro,
salvo que f sea especial en algin sentido). El resultado es que las curvas g(a, 5) = 0 son en el
origen tangentes a las rectas =0y a = 0.

Comprobemos por ltimo que, como hicimos en el caso del pliegue el autovalor que se hace cero
en (u(sp), A(sp)) cambia de signo, pero que esto ocurre a lo largo de las dos ramas que se cruzan
en (u(sg), A(so)) si cag # 0. Planteamos entonces que se satisfaga que

fur —ox = 0,
vl = 0, (47)
donde f, esta evaluada en ug + at + v + y(«, §). Al igual que hicimos en el caso del pliegue, es
inmediato comprobar que la diferencial con respecto de x y o es invertible, con lo que, en virtud del
teorema de la funcion implicita, podemos expresar x y ¢ en funciéon de o y . Tomando derivadas
parciales con respecto a a 'y [ en (47), evaluando en o« = 0 y 8 = 0, multiplicando escalarmante
por w y recordando (42), y que, para a = 0y 8 = 0, tenemos que x = v, 0 = 0, y que w’ [f,, f] =0
llegamos a que

W fuu(tv) + oo (wlv) =0,

W fua(vv) + os(w’v) =0
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Estas igualdades, recordando (45) podemos escribirlas como

—C19 + aa(wTv) =0,

—cg9 + og(wfv) =0

Por tanto tenemos que

C12 C22 P .
o(a, B) = a+——f3 + términos de orden superior.
wlv wTv

Tememos pues que la curva ¢ = 0 es paralelaen a =0y =0 a la recta
C120 + cp28 = 0,

Esta recta separa al plana af en dos mitades, correspondientes a ¢ > 0y 0 < 0. Observemos asi
mismo que, si coy # 0, esta recta tiene pendiente la mitad que la la recta (46), correspondiente a la
rama de soluciones de f(u,A) = 0 que no es paralela a t. La situacién (en el plano a3) de ambas
ramas y de 0 = 0 es como indicamos en le siguiente gréafico

9(o,B)=0
- 2c ; 2oc+c22[3=0
o(o,B)=0
c, 2oc+022B=0

B=0
9(a.,p)=0

Caso cog # 0.

donde, junto con las dos curvas g(a, ) = 0 (en azul) y la curva ¢ = 0 (en morado), mostramos
(en trazo discontinuo) las rectas a las que dichas curvas son paralelas en el origen. Puesto que la
recta ¢ = 0 estd entre las dos curvas g(a, ) = 0, cada mitad de cada una de estas curvas estd
en un plano ¢ > 0 o o < 0 diferente, por lo que el autovalor cambia de signo en cada una de las
ramas al pasar por (u’, \?) y, ademds, en cada rama tiene signo diferente. Por eso en un punto de
ramificaciéon donde coy # 0 se dice que hay un intercambio de estabilidad, como indicamos en el
siguiente esquema, donde las soluciones estables se representan en trazo continuo y las inestables
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en trazo discontinuo.

o<0

Caso ca9 # 0. Intercambio de estabilidad (bifurcacién transcritica).

Tenemos pues que si coy # 0, entonces el punto de ramificacién es corresponde a una bifurcacion
transcritica.

Ejemplo 1 (continuacién). Ya hemos visto en esta misma seccién que, por la forma en que se
cruzan las dos ramas en A\g = 0.822988..., (no hay rama paralela en el origen a la recta o = 0 en
las soluciones de g(a, ) = 0) tiene que ocurrir que 2 # 0 con lo que se trata de un intercambio de
estabilidad. En la figura que mostramos a continuacion, marcados en rojo y con trazo discontinuo los
soluciones de f(u, A) = 0 con dos autovalores de parte real positiva, y en morado y trazo continuo,
las que tienen uno positivo y otro negativo.

-0.01f

-0.02f

_0'—0(?).08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

o

Ramas con dos autovalores positivos (rojo y discontinuo)

y uno positivo y otro negativo (morado, continuo).

Ejemplo 2 (continuacién). En este caso ya hemos comentado que para Ao = 0.41574 ... hay un
punto de ramificacién en el que coo = 0. No se puede predecir la estabilidad de la rama que cruza
en este caso. En la figura que mostramos a continuacion, marcados en rojo y con trazo discontinuo
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los soluciones de f(u, A) = 0 con un autovalor positivo y otro negativo, y en azul y trazo continuo,
las que tienen los dos autovalores negativos.

1

0.8f !

0.6

1

!

0.4t !
0.2} !
1

@ ot R T
-0.2}
-0.4f
-0.6F

-0.8f

-1
-0.5 0 0.5

Ramas con dos autovalores negativos (azul y continuo)

y uno positivo y otro negativo (rojo y discontinuo).

5.3 Bifurcaciones con rotura de simetria
Recibe en nombre de simetria de R una aplicacién lineal S de R en si mismo que satisface
S*=1.

Esto implica que sus autovalores sélo pueden ser 1 o —1 (;Por qué?). Ademaés el hecho de que S?
sea la identidad también implica que S diagonaliza (haga el Ejercicio 12).
Una funcion f : R™ x R — R se dice equivariante por una simetria S si se verifica que

Sf(u,\) = f(Su, \), (48)

para todo u € R™ y A € R. Puesto que S es una aplicacién lineal, y por tanto, SO = 0, (48) en
particular implica que si (u, ) es solucién de f(u, \) = 0, también lo es (Su, \), esto es,

Sf(U, /\) = f(Su7 /\)7
S0 =0, = f(Su,\) =0.
f(u’ )‘) =0,

En otras palabras, si u es solucién de f(u, ) = 0, también lo es su simétrica Su.

Ejemplo 2 (continuacién) Recordemos que en este ejemplo la funcién f(u, A)es

+1 u—1
u(“l I 1 )—2u1

d d
Flu,A) = glu, A\ p) = ul ., ? : (49)
2 2
—+ =) —2uy — A
M(dl d2) 2
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donde

dlz\/l+2u1—|—u%+u§, N d2:\/1—2u1+u%+u%.

Esta funcién es equivariante por la simetria S dada por

—uy
Su = ,
Uz
de la que mostramos a continuacién su efecto en una configuracién del pértico (adimensionalizado)
que venimos considerando

1 1 1 1

configuracion correspondiente a u configuracion correspondiente a Su

Veamos que, en efecto, f es equivariante por S. Notemos que al evaluar f(Su, ), los valores d;
y dy se intercambian entre si. De esta manera tenemos

—u+1  —u—1 up —1  up+1
. u( de + dll >+2u1 ) —(u( 1d2 v 1d1 >_2u1> .
u(Z—z u—j>—2u2—/\ M(Z—j+u—j)—2u2—)\

En una simetra S tenemos los espacios invariantes (los autovectores asociados a 1y —1)
Vi ={z e R"| Sz =z}, Vo ={zeR"™| Sz = —x}. (50)

Estos espacios son invariantes por f, pues cambiando u por u + £z (con £ € Ry x € R™) en (48),
obtenemos

Sfu+&x,A) = f(S(u+Ex), ),

y derivando respecto de £ y evaluando en £ = 0 obtenemos
Sfur = fuSx. £ eR™, (51)
(donde f, esta evaluado en (u, ) en el miembro izquierdo y en (Su, A) en el derecho) de modo que

u€V+

zEVy } = Sl ==+fuz,

luego siu € Vi y x € V se tiene que fux € Vi, ysiue Vy yx € V_ se tiene que fyxr € V_.
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Esto tiene consecuencias en el caso de tener una rama de equilibrios
(u(s), A(s)), con u(s) € V;.
. Osérvese que puesto que 0 € V. derivando en

0= f(u(s), A(s)) = f(Su(s), A(s)) = Sf(u(s), A(s)),

se tiene que

0= futi+ M = Sfuti + ASfy. (52)

Dado que
u(s) e Ve = a(s)eVy = fu(s) eVy

tenemos entonces que aplicando este resultado en (52) obtenemos

fut + A = fii £ ASH = A= ASh,

y por tanto, .
A£0 = fieV,. (53)

Supongamos que ahora tenemos que en s = sg hay un autovalor simple que cambia de signo y
tal que su autovector unitario v asociado verifica que

veV..

Esto en particular implica que el vector w para el que flw = 0, al ser ortogonal al resto de los
autovectores verifica que

wlz =0, Ve e V.,
y, en particular, si A #0,
Como consecuencia tenemos que siempre que cjg = —w? fuu(t,v) # 0 tendremos un punto de rami-

ficacién en (u”, \?). Veamos que ademés dicho punto de ramificacién corresponden a un pitchfork?.
Para ello recordemos que en la igualdad (51) f, estd evaluada en (u, A) en el miembro derecho y
en (Su, ) en el derecho. Cambiando ahora en dicha igualdad u por v + &y (con £ € R e y € R™),
derivando con respecto de £ y evaluando en ¢ = 0, obtenemos

S fuu(®,y) = fuu(Sz, Sy), x,y € R™,

donde fy, estd evaluado en (u,A) en el miembro izquierdo y en (Swu, ) en el derecho. Puesto que
en el punto de ramificacion Su = u y Sv = —v, obtenemos que

Sfu(v,v) = fuu(v,v) = fu(v,v) €V = ey = —w! fuu(v,v) = 0.

De la misma manera se prueba que w? fuuu(t,v,v) = 0 Se puede concluir (aunque no haremos
aqui los detalles) que siempre que ¢33 = (W fuuu(v,v,v)) # 0 se tiene que el punto de bifurcacién
corresponde a un pitchfork.

2Mantenemos la nomenclatura en inglés, tal y como se hace en la comunidad cientifica espaiiola.
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6 Rudimentos de calculo de puntos de bifurcacién

6.1 Detecciéon de puntos de bifurcacion

Aunque en un punto de bifurcacion hay un autovalor de parte real nula o que cambia de signo, es
posible detectar (algunas) bifurcaciones sin necesidad de recurrir al cdlculo de autovalores. Esto
tiene mayor interés en el caso de sistemas de dimensién grande donde el cdlculo de todos los
autovalores puede ser notoriamente més costoso que la obtencién de los puntos en la rama de
equilibrios. Comentamos a continuacién algunos procedimientos para detectar puntos de bifurcacon
sin necesidad de recurrir al calculo de autovalores.

Obviamente, los pliegues ocurre un cambio de signo de la tiltima componente 7 de la tangente t =
[T, 7]7. Luego observando tales cambios de signo podemos detectar los pliegues.

En los puntos de ramificacién, tal y como probamos mas adelante, el determinante de la matriz

f U f A

troor |
cambia de signo En el método de Newton para encontrar los diversos equilibrios (y también al
calcular la tangente en cada punto) resolvemos sistemas con la matriz

J:|:fu f)\:|7

T
t, Ta

donde t, = [tI, 7,]7 es la tangente a la rama de equilibrios en el punto anterior. Para esta segunda
matriz también es posible probar que el determinante cambia de signo en un punto de ramificacion.

Para las bifurcaciones de Hopf, es posible también evaluar una funciéon que cambie de signo en
tales puntos de bifurcacién (ver por ejemplo, [2, S 4.5]), aunque su costo computacional es dudoso
que compense frente al célculo de autovalores. Por lo que en el sistema (9) se hace inevitable el
calculo de autovalores si se quieren detectar todos los puntos de bifurcacion.

6.2 Puntos de bifurcacion

En multitud de situaciones préacticas interesa conocer con cierta exactitud el valor exacto del
parametro correspondiente a un punto de bifurcacion. Los casos més sencillos, el pliegue y la
bifuracién de Hopf (de la que no hemos comentado gran cosa en la seccién anterior) son también
los mas sencillos de calcular.

6.2.1 Bifurcacién de Hopf

La bifurcacién de Hopf se puede calcular buscando el punto (u, ), para el que la parte real o de un
autovalor se anula. Esto se puede hacer, por ejemplo, con el método de la secante o con el método
de biseccién. Note que, dado A, para calcular o = o () es necesario

1) Calcular la solucién w de f(u, \) = 0.

2) Calcular los autovalores de f, en el punto reccién calculado o, al menos, los de parte real mas
pequena.
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3) Encontrar el de parte real més pequena.

Nota 3 Las rutinas de pseudolongitud de arco se pueden aprovechar para el paso 1) del proced-
imiento anterior. Para ello notemos que si, dado A\*, queremos la solucién u de f(u, A*) = 0, podemos
tomar un punto de referencia (u,, \,.) cercano, y encontrar la solucién (u, A) del sistema

f(u7 )‘> =0,
to(u — uy) + 10(A — \) =0,

donde
4] [2]em s ior

T0 1

Ejemplo 1 (continuacién). Partiendo de las soluciones correspondientes a A = 0.6723 (todos
los autovalores con parte real negativa) y A = 0.6739 (los dos autovalores con parte real positiva)
aplicamos el procedimiento antes descrito con tolerancia igual a 10 veces la precsién de MATLAB (co-
mando eps) y con una tolerancia para el método de la secante 10 veces mayor. En cuatro iteraciones
del método de la secante obtenemos que la bifurcacion de Hopf se produce en 0.67273681315910,
valor para el cual los autovalores de f, evaluado en la correspondiente solucién de f(u, \) = 0 tiene
parte real de médulo inferior a 5.57 x 107! (aproximadamente 2 veces la precisién de MATLAB).
Repitiendo los cédlculos con tolerancias 100 veces mayores que las anteriores, el valor de A obtenido
coincide con el anterior en todas las cifras decimales mostradas. La parte imaginaria de los auto-
valores, en ambos casos es +0.60350803684924 coincidiendo en ambos casos en las cifras decimales
aqui mostradas.

6.2.2 Pliegues

Para localizar con precision un plieque podemos encontrar el punto en el que la tltima componente
7 de la tangente cambia de signo. Podemos utilizar el método de biseccién o el método de la secante,
pero, ahora, A no puede ser la variable independiente. Podemos tomar como variable independiente
la proyeccion sobre la tangente a la rama de equilibrios en un punto de referencia

r=t, (u—u,).

Para una adecuada implementacién del método de la secante, biseccién o el que usemos para
encontrar el cero de 7, se deben mantener u, y t, inalterados durante todo el proceso. Para clarificar
este hecho, describimos a continuacién un paso del método de la secante, dados (z[*~1 ul*~1))
y (2, ul"), junto con los correspondientes valores 7"~ y 7lnl,

1) Determinar

n n—1
n+l] _ ln] _ T[n]x[ |t

[
v T -1
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2) Resolver el sistema
flu, A) =0,
to(u—u,) + 7 (A= \,) = 2l

3) Calcular la tangente en el nuevo punto resolviendo el sistema
[n+1] 1
[{% {-/\][g}_{(l)}’ y estableciendo |:f'[n+1}:|_—|::§:|'
t V2l + €2

Ejemplo 1 (continuacién) Entre los valores A = 1.550084 y A = 1.550223 detectamos un cambio
de signo en uno de los autovalores de f, asi como un cambio de signo en la ultima componente 7 de
la tangente. Aplicando el método de la secante como lo hemos descrito en esta seccion con punto de
referencia el correspondiente a A = 1.550084, tolerancia para el método de Newton igual a 10 veces la
precisién de MATLAB (27°2, o resultado del comando eps) y tolerancia para el método de la secante
100 veces mayor, obtenemos que el valor de A’ donde se produce el pliegue es \° = 1.55012079851043
y el autovalor de menor médulo de de f, en dicho punto lo tiene inferior a 2752, Repitiendo estos
calculos pero buscando el cero de dicho autovalor, reproducimos el valor de Ay en todas las cifras
decimales mostradas.

Ejemplo2 (continuacién) Para mu = v/2 (barras en reposo a 45 grados con la horizontal), entre
los valores A = 0.26502 y A = 0.26490 detectamos un cambio de signo en uno de los autovalores de
fu asi como un cambio de signo en la 1ltima componente 7 de la tangente. Aplicando el método
de la secante como lo hemos descrito en esta secciéon con punto de referencia el correspondiente a
A = 0.26502, tolerancia para el método de Newton igual a 10 veces la precisién de MATLAB (272, o
resultado del comando eps) y tolerancia para el método de la secante 100 veces mayor, obtenemos
que el valor de \° donde se produce el pliegue es A’ = 0.265028253437410 y el autovalor de menor
moédulo de de f, en dicho punto es exactamente 0. Repitiendo estos calculos pero buscando el cero
de dicho autovalor, reproducimos el valor de Ay anterior.

6.2.3 Puntos de ramificiacion

El calculo de puntos de ramificacién es mas problematico, ya que, como hemos comentado anterior-
mente, en ellos, la diferencial [f,,, f,] tiene rango m — 1. Un método para calcular una aproximacién
que, en general, no permite un calculo preciso es el que seguidamente describimos. Llamamos la
atencién no obstante, sobre el hecho que, como comentaremos posteriormente, en general no es
necesario un calculo preciso del punto de ramificacién para poder calcular puntos sobre la rama que
cruza.

Para aproximar (que no calcular con precisién) un punto de ramificacién podemos intentar
encontrar el valor de A para el cual el autovalor o de f,, de médulo més pequeno se anula. Para ello
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podemos aplicar el método de la secante o biseccion o a dicho autovalor como funcién de A. Un paso
del método de la secante serfa como a continuacién describimos. Dados (ul*~U A=) y (ul? A7),
junto con los correspondientes valores o1 y ¢ del autovalor de f, de médulo més pequiio, se
debe proceder como sigue.

1) Determinar
AP — )\
_ ]

0‘[”] — U["*l} '

At — [

2) Resolver
fu, A1) = 0, (55)

3) Calcular el autovalor ¢"*! de f, (evaluada en (u"*! A"*1)) de médulo més pequeiio.

Tal y como comentamos anteriormente en la Nota 3 en la p. 35, es posible utilizar las rutinas y
funciones utilizadas en la continuacién de la pseudolongitud de arco de Keller para resolver (55).
Debemos notar que, dado que en punto de ramificiacién, denotémosle (u®, \°), tenemos que f°
tiene un autovalor nulo, para valores A (suficientemente) cercanos a Ag, por continuidad, f, tendrd
un autovalor de médulo cercano a cero, lo que dificulta (y en la practica impide) la resloucion de (55)
cuando A" se acerca a \°.
Ejemplo 1 (continuacién) Entre los valores A = 0.8228 y A = 0.8245 detectamos un cambio de
signo en uno de los autovalores de f,. Aplicamos el método de la secante como lo hemos descrito
en esta seccién tolerancia para el método de Newton igual a 10719 y tolerancia para el método de la
secante 100 veces mayor, que son los valores con los que se han calculado los resultados mostrados
en la continuacion del Ejemplo 1 en la p. 27. Obtenemos que, tras 12 iteraciones del método de la
secante, no conseguimos resolver el sistema (55). El valor de A calculado es 0.82299, no pudiendo
garantizarse mas cifras decimales correctas que las aqu’t mostradas. El médulo del autovalor mas
pequeno de f, en el correspondiente punto (u, A) es inferior a 2 x 106—8. El contraste con el caso
del pliegue y de la bifurcacion de Hopf mostrados anteriormente es notable. Atun asi, la precisién
con la que se ha calculado el punto de ramificacion es mas que sobrada a efectos practicos.

Ejemplo 2 (continuacién) Para p = 1/cos(77/16), entre los valores A = 0.3773 y A = 0.4203
detectamos un cambio de signo en uno de los autovalores de f,. Aplicamos el método de la secante
como lo hemos descrito en esta seccién tolerancia para el método de Newton igual a 1071° y tolerancia
para el método de la secante 100 veces mayor, que son los valores con los que se han calculado los
resultados mostrados en la continuacién del Ejemplo 2 en la p. 28. Obtenemos que el método de
la secante converge en tres iteraciones. Con tolerancia para el método de Newton igual a 10 veces
2752 y tolerancia para la secante 100 veces mayor obtenemos convergencia en cuatro iteraciones al
valor \° = 0.41574162033 (donde mostramos sélamente las cifras decimales que coniciden con los
resultados obtenidos con tolerancia igual a 1071%). Para este valor de \°, el autovalores de f, de
menor médulo lo tiene inferior a 5 x 10716, La razén por la que se obtienen resultados tan precisos
en contraste con los del Ejemplo 1 se debe a la equivariancia por la simetria (uy, us) — (—u1, ug).
Al estar la todos los calculos en la recta u; = 0y ser [1;0]7 el autovector asociado al autovalor que
se anula en \°, los célculos se ven poco afectados por dicho autovalor nulo.
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Rara vez se necesita localizar con precisién un punto de ramificacién. Si se trata de una bifur-
cacion con rotura de simetria se puede obrar del siguiente modo. Una vez detectado el punto de
ramificacién en una rama contenida en V (recuérdese (50) en p. 32) se calculan los autovectores v
de f, y w de fI' asociados al autovalor mds pequiio en un punto cercano (en uno de los dos puntos
entre los cuales hemos detectado la presencia del punto de ramificacién). Se comprueba si Sv = —wv,
que nos permite conjeturar que se trata de una bifurcacién con rotura de simetria. En tal caso, tal
y como razonamos anteriormente, w es ortongonal a V. Por lo tanto podemos encontrar el punto
de ramificacién utilizando el método descrito en esta seccién pero cambiando (55) por el siguiente

sistema
fu, \n ) 4 ow = 0,
wlu =0,

(56)

donde ¢ es una nueva variable de relleno que se anade al sistema. Nétese que siu € V., de la relacion
Sf(u,\) = f(Su, \) se obtiene que f(u,\) € V,, y por lo tanto independiente de w, de donde se
deduce que si u € V., la relacién f(u, \"*1) + cw = 0 sélo es posible si 0 = 0y f(u, A1) = 0.
Senalemos por dltimo que, en la practica, a la hora de resolver (56) por el método de Newton, se
debe poner cuidado en tomar interantes iniciales que estén en V. De no hacerse asi no hay garantia
de que se obtenga el punto de ramificacion.

Si el punto de ramificacion que debemos calcular con precision no se corresponde con un punto
de ramificacion, podemos resolver por el método de Newton el sistema

flu, A) +ow =0,
f’[’{‘w:o7
flw =0,
wiw —1=0,

(57)

(véase por ejemplo [2, § 7.8.4]), aunque hay procedimientos mas sofisticados [2, § 7.8.4].

Ejemplo 1 (continuacién) Volvemos a intentar calcular el punto de ramificacion resolviendo el
sistema (57) por el método de Newton con tolerancia 10 x 2752 y partiendo de A = 0.8228, la
solucién de f(u, ) = 0 correspondiente a este valor de A\, tomando o = 0 y w el autovector de f,
asociado al autovalor de médulo minimo. Tras cinco iteraciones obtenemos que el valor de A es el
mismo que en la iteracién anterior, obteniéndose A = 0.822988223197715. El autovalor de f, de
modulo més pequeno lo tiene inferior a 2752,

6.3 Cambios de rama en un punto de ramificacién

Supongamos que hemos calculado (con la técnica de continuacién de la pseudolongitud de arco de
Keller, por ejemplo) puntos en una rama de soluciones de f(u,A) = 0, en la que hay un punto de
ramificacién (1%, \°), que hemos detectado y del que hemos calculado una aproximacién (@, A°).
Nos planteamos en esta seccion cémo calcular puntos sobre la rama que cruza.
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La respuesta es bien sencilla: por medio de la técnica de continuacién de la pseudolongitud de
arco de Keller. Lo tinico que necesitamos es el punto de partida y la direcciéon de partida. El punto
de partida puede ser la aproximacién (u°, 5\0) al punto de ramificacion calculada previamente. La
parte menos obvia es la direccién de salida. Esta puede ser la del vector tangente a la rama que
cruza en el punto de ramificaciéon, como mostramos en este grafico que corresponde a la bifurcacién
transcriitica encontrada en el Ejemplo 1.
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0.3} /

0.25¢

08 085 09
A

Tal y como argumentamos en la Seccién 5.2.3, dicha tangente es combinacién lineal

SO

donde t es el vector tangente a la rama sobre la que ya hemos calculado puntos en el punto de
ramificacién y v es no nulo y satisface f,v = 0 en el punto de ramificacién. Los coeficientes de
dicha combinacién lineal son las soluciones de la ecuacién (46), ligada a la ecuacién algebraica de
bifurcacién vista en la p. 27, y cuyos coeficientes, definidos en (45) requieren para su céalculo las
derivadas segundas de f (las matrices hessianas de cada una de las componentes de f). Es por ello
por lo que en la préctica se utiliza un vector tangente aproximado t que se obtiene ortogonalizando
v con respecto a t, esto es

t=v— (tTv)t. (58)

En la siguiente figura mostramos dicho vector en el caso mostrado anteriormente.
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En la mayor parte de las situaciones practicas, suele ser suficiente con este vector t.

Nota 4 Es mas de hecho, en buena parte de los casos practicos, no es necesario ni siquiera calcular
ni una aproximacién precisa al punto de ramificacién (u°, A°) ni al vector v satisfaciendo f,v = 0.
Basta normalmente con sustituir (u°, A°), por una aproximacién, por ejemplo uno de los puntos
entre los cuales detectamos la presencia del punto de ramificacién (u”, \)). En tal caso sustituimos
v por el autovector de f, asociado al autovalor de médulo mas pequeno (el que cambia de signo
en (u®, \Y)).

Ejemplo 1 (continuacién). Comprobamos lo dicho en la Nota ??. En la siguiente figura repre-
sentamos el cruze de ramas en A\ = 0.822988223197715 que calculamos al final de la seccién anterior,
junto con los puntos calculados (en azul) sobre la rama en la que se detecté el punto de ramificacién.

0.37

0.8 0.82 0.84
A

El méas cercano de éstos al punto de ramificacién (marcado con una circunferencia roja) se ha
tomado como aproximacién al punto de ramificaciéon para calcular los puntos marcados en rojo en
la rama que cruza. Como tangente inicial se ha tomado el vector ¢ definido en (58), siendo v en
este caso el autovector de f, asociado al autovalor de menor médulo. El vector £, forma un dngulo
de mas de 30 grados con el vector tangente a la rama que cruza en el punto de bifurcacion.

Ejemplo 2 (continuacién). Aunque en este caso, gracias a tratarse de una bifurcacién por
rotura de simetria, no tuvimos problema en calcular con precision el punto de ramificiacién en A =
0.41574162033 en la seccion anterior, comprobamos ahora que no es necesario calcularlo con precisién
para poder calcular puntos sobre la rama que cruza. Igual que en la continuacién del Ejemplo 1
mostrado mds arriba, en la siguiente figura (a la derecha, un detalle de la misma) vemos el cruce
de ramas, los puntos (en azul) que calculamos sobre la rama en la que detectamos el cruce, el més
cercano al cruce dentro de una circunferencia roja. Este se ha tomado como aproximacién al punto
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de ramificacion para calcular los puntos marcados en rojo en la rama que cruza.

Puede verse que, efectivamente, el punto de referencia para el calculo del primer punto sobre
la rama no coincide exactamente con el punto de ramificacion. Ello no ha impedido, sin embargo,
calcular puntos en la rama que cruza.

7 Cuestiones y Ejercicios

CUESTIONES
Ejercicio 1 Deduzca las ecuaciones del sistema (2).

Ejercicio 2 Obtenga la matriz jacobiana de (4). Elabore un programa de MATLAB u OTAVE que
implemente dicha matriz jacobiana. ;jCoincide con el mostrado al final de la Seccién 17

Ejercicio 3 Dada una curva diferenciable en R™ ;qué es la longitud de arco? De hecho, jqué se
entiende por una curva diferenciable en R™? Repase sus conocimientos de geometria diferencial.

Ejercicio 4 En la Seccién 4, se determina la estabilidad del sistema (9) en funcién de la parte
real de los autovalores de f, (entendiendo por tanto que dichos autovalores pueden ser complejos),
mientras que en el caso del sistema (10) se examina el signo de los autovalores (entendiendo por
tanto que son reales). jPor qué son reales los autovalores de f,, en el caso del sistema (10)?

Ejercicio 5 Reproduzca los célculos hechos con el sistema u” = f(u,\) en la continuacién del
Ejemplo 2 en la Secciéon 4. Compruebe que obtiene las mismas figuras. Repita los cdlculos pero
anadiendo el término —0.1u’ al segundo miembro, esto es, integre el sistema v’ = f(u, ) — 0.1’
.. Qué obtiene?

Ejercicio 6 Considere el sistema (10) y haga el cambio de variable

u=g(y)

donde suponemos que la matriz G(y) = g,(y) jacobiana de g es invertible para todo y. Pruebe que
y = y(t) es solucién de (11) si y sélo si u(t) = g(y(t)) es solucién del sistema (10).
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Ejercicio 7 Considere el sistema u” = f(u, A), donde f es la funcién (3) del Ejemplo 2 en la p. 3.
Aplique el ejercicio anterior para expresar el sistema en términos de los angulos que forman las
barras con la horizontal, tal y como indicamos en la figura.

Puede ayudarse de las siguientes relaciones para expresar d; y dy en funcién de 6 y 6s.

dycos(6y) + dycos(fy) = 2,
d1 sin(Ql) - dg SiH(@Q) = 0.

Ejercicio 8 Puede comprobar ahora que ha resuelto correctamente el Ejercicio 7 integrando el
sistema obtenido en dicho ejercicio y comparando los resultados con los obtenidos con el sistema u” =
f(u, A) en el Ejercicio 5.

Ejercicio 9 Repase lo que aprendié de dlgebra lineal en primero busque la prueba de (13). Si no
le probaron dicho resultado, busque la prueba del mismo y apréndala. Haga lo mismo con (14).

Ejercicio 10 Razone (de manera irrefutable y convincente para un alumno de primero) por qué (15)
es cierto.

Ejercicio 11 Razone por qué sin X e Y son subespacios de R”, con X C Y y ambos tienen la
misma dimensién, entonces son iguales.

Ejercicio 12 Si S es una aplicacién lineal de R™ en si mismo que verifica que S? = I pruebe que
SFHv=0 = (SFlhv=r.

Deduzca que todo autovector generalizado de S es autovector de Sy, por tanto, S diagonaliza.

PROBLEMAS

Problema 1 Elabore un programa de MATLAB u OCTAVE que implemente el método de conti-
nuacion en el parametro.

1. Pruebe su programa con el sistema del Ejemplo 2 para = v/2 calculando 20 puntos con h =
0.02, hmax = 0.1 v hmin = 1071°. Compare sus resultados con los mostrados al final de la
Seccion 2
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2. Calcule 400 puntos con los mismos datos. ;Qué obtiene? ;Es razonable?

Problema 2 Repita el problema anterior pero con la técnica de la pseudolongitud de arco de
Keller.

Problema 3 Modifique el programa de continuacion en la pseudo longitud de arco para que calcule
los autovalores en cada punto calculado y examine el nimero de autovalores positivos (o de parte
real positiva).

1. Para = /2 = 1/ cos(m/4), repita los célculos hechos para el Ejemplo 2 en la p. 15 con su
nuevo programa, y obtenga el mismo grafico mostrado en dicha pagina.

2. Para u = 1/cos(7m/16) (las barras en la cofiguracién en reposo forman un dngulo con la
horizontal de 77/16) dibuje la configuraciéon del pértico en reposo. Comparelo con el caso
= 1/cos(m/4). ;Cudl de los dos configuraciones en reposo le parece mas estable?

3. Repita el apartado primero pero para p = 1/ cos(77/16). ;Qué observa?
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