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1. INTRODUCAO

Sistemas dinamicos € um dos ramos mais ativos da matemdtica atual. Envolve ferra-
mentas e técnicas de muitas outras dreas como andlise, geometria, teoria dos nimeros,
topologia e tem muitas aplicacdes em muitos outros campos da ciéncia, como ffisica ,
astronomia, meterologia, economia, biologia, entre muitas.

O adjetivo dinamico refere-se ao fato que os sistemas que estamos interessados evoluem
com o tempo. Nas aplicacdes, os sistemas estudados poderiam por exemplo, ser uma
caixa contendo moléculas de gas em fisica, espécies de populacdao em biologia, mercado
financeiro e economia, corresntes de ar em meterologia.

Em matematica pura, um sistemas dinamico pode ser obtido iterando uma fun¢do ou
deixando o tempo evoluir no tempo a solu¢ido de uma equagao.

O sistema ¢ dito discreto quando o tempo evolui em unidades discretas. Por exem-
plo, podemos analisar o crescimento populacional de ano em ano. Neste caso, o tempo é
parametrizado por uma varidvel discreta n que assume valores inteiros. O conjunto dos
numeros intereiros naturais serd denotado por N e o conjunto dos nimeros inteiros sera
denotado por Z.

Em um sistema dindmico continuo a varidvel tempo muda continuamente e é dada por
um ndmero real ¢. Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R.

Os exemplos principais de sistema dindmico discreto neste curso serd obtido por iteragao
de uma function definida em um espaco X. Por exemplo, X pode ser o intervalo unitario
[0, 1] ou o quadrado unitério [0, 1] x [0, 1], a circle, a surface, etc. Let f : X — X uma
funcdo. Podemos interpretar f como a fun¢ido que da a evolugdo dos pontos x € X com o
tempo. Se x € X, considere os iterados z, f(x), f(f(z)),---
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Paran > 0 denotamos por f"(z) o n-ésimo iterado de x por f, isto é, f* = fofo---of,
n times. Por convengio, f° € a fungdo identidade Id, isto é, Id(x) = x paratodo x € X.

Caso f tenha inversa, a denotamos por f~! e para n < 0, denotamos por f"(z) o n-
ésimo iterado de x pela inversa f~!.

Interpretamos f"(x) como o estado do ponto x no instante 7.

Definicao 1. A 6rbita positiva de x por f, O;{(w), € o conjunto dos pontos

Of (z) = {x, f(x), f*(x), -, ["(x), -} = {f"(2).n € N}.

Se f tem inversa, denotada por !, a 6rbita negativa de =, OJT (x), € dada por

O5 (z) ={z, (), f (@), . f (@), } ={f"(2),n € N}.

Neste caso, a orbita de xz, Of(x) é dada por

{7 @) f @), f @) 2 @), fA (), f (), b = {7 (@), n € 2}
Exemplo 2. Considere X = [0,1] e f : [0, 1] — [0,1] dada por f(z) = 4z(1 — z).

Entao, tomando x = %, obtemos
8 32

1 8 8
T(13)={13,43(1 - ==, 4-(1 — =)= =1,--- L.

Exemplo 3. Sejam X = S' = {(z,y) € R?, /22 +y? = 1} e f : S* — S! arotagdo
positiva (sentido do relégio) de angulo 6, que leva cada ponto do circulo ao ponto obtido

rodando positivamente por um angulo 6.

Observamos que mesmo quando a lei de evolugdo do sistema € deterministica, o com-
portamento depois de um tempo longo pode ser cadtico, isto €, mesmo se dois pontos e y
estiverem muito préximos, existe um tempo n grande tal que os estados f"(z) e f™(y) de
x e y estdo longe um do outro. Esta propriedade € conhecida como sensibilidade com res-
peito aos dados iniciais e sera definida formalmente abaixo. De fato, hd muitas definicoes
de caos, mas todas elas incluem sensibilidade as condi¢des iniciais. Ramos diferentes da
teoria dos sistemas dindmicos , como dinadmica topoldgica e teoria ergédica tem ferramen-
tas para quantificar o quao caético € o sistemas e pode prever o comportamento assintotico
do sistema. Veremos que mesmo sem poder prever o comportamento da evolu¢do de uma
particula isolada, pode-se aferir o comportamento médio.

O principal objetivo da teoria dos sistemas dindmicos é o entendimento do comporta-

mento de todas ou quase todas orbitas. O comportamento das Orbitas pode ser bastante
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complicado, mesmo se a fung¢do ou sistema for simples. Uma das primeiras questdes é
saber se uma Orbita é finita ou nao. Mesmo se o parametro variar em N ou Z, a 6rbita
pode ser finita pois os pontos podem se repetir. Este € o tipo mais simples de orbita, dita

periddica.

Defini¢do 4. Um ponto x € X ¢é periddico se existe n € N, n # 0, tal que f"(x) = z.
Se n = 1, dizemos que o ponto € fixo. O periodo de x € o menor inteiro n que satisfaz
f*(z) = x. Se x é ponto periédico de periodo n, F"(x) = z e fi(x) # f*(x) for
Jke{l,--- ,n—1},and j # k.

Um ponto z € pre-periédico se existem k,j € N tais que f"™(z) = f*(z). Neste
caso, f"HI(f(x)) = f7(f*(x)) para todo j € N.

No Exemplo 2 acima, o ponto x = % ¢ um ponto fixo.
No Exemplo 3 acima, se f = 7, temos que todo ponto do circulo € periédico de periodo

4 e todas as Orbitas é formada por 4 pontos.
Exercicio 5. Mostre que se f tem inversa entdo todo ponto pre-periddico € periddico.

Questao 6. Seja f(z) = 4x(1 — z), x € [0, 1].
e f tem pontos fixos, pre-periddicos e periddicos?
e Os pontos periddicos de f sdo densos ?
e Existe x € [0, 1] com 6rbita densa em [0, 1] ?

e Todas as Orbitas sdao densas?

Vamos responder estas questdes nas proximas aulas.

Note que se uma 6rbita € densa, entdo ela visita toda parte do espaco. Isso leva natural-
mente a perguntar quanto tempo ela permanece em cada regido do espago. Por exemplo,
sejam A C X um subconjunto do espaco X e n € N. Podemos contar o nimero de
pontos de {z, f(z),---, f"(x)} C O}“(:p) que pertencem a A. Se X4 denota a fungdo
caracteristica de A, definida por

X () 1 sexe A
T) =
4 0 sex # A,

o numero de visitas da d6rbita de X ao conjunto A é dado por

Card{0 < k < n, tais que f*(z) € A} = iXA(fk(:c))
k=0
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e a frequéncia de visitas no tempo n € dada por

IS 2 (11)
k=0

Dizemos que a ébita de x € equidistribuida se a frequéncia de visitas da O;{(x) dada
pela equagdo 1.1 vai ficando cada vez mais préxima do volume ou drea ou comprimento
de A. Isso significa que assimtéticamente, a Orbita de = passa em cada parte de X um
tempo proporcional ao volume de A.

Questao 7. As orbitas de f do Exemplo 2 sdo equidistribuidas?

Esta ultima questdo é uma das perguntas bésicas da teoria ergédica. A priori, nem
mesmo a existéncia do limite da frequéncia (1.1) ¢erto. O Teorema de Birkhoff, um dos
mais importantes nesta teoria, garante que tal limite existe para quase-todos se o sistema
dindmico em estudo € suficientemente cadtico. Veremos adiante este teorema.

1.1. Plano do Curso. Seguiremos a programagao:

Aula-1. Rotagdes do circulo e o Teorema de Poincaré.

Aula-2 A familia quadratica e a aplicagao deslocamento.

Aula-3 A ferradura de Smale e difeomorfismos de Anosov no toro.
Aula-4 O solendide e o derivado de Anosov.

Aula-5 O Atrator Geométrico de Lorenz.

2. APLICACOES DO CIRCULO

Considere o circulo unitdrio S* = {(z,y);\/22+y?> = 1} C R?esejam : R = R
definida por

m(r) = ™ = (cos(2mx),sin(27x)).

Proposicao 8. 7 é um homeomorfismo local.

Demonstracdo. Tome, por exemplo, um intervalo da forma (n,n + 1/2), n € Z e vamos
provar que 7 o transforma homeomorficamente sobre o semi-circulo norte N = {(z,y) €
Sty > 0}.

De fato, considere a projecdo py : N — (—1,1), pn(z,y) = x. Claro que py é um
homeomorfismo e py' (7) = (z,v1 — 22).
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A aplicagdo composta py o 7w : (n,n + 1/2) — (=1,1), z — cos(27rz) também € um
homeomorfismo. Logo,

m=pyo(pyvom):(n,n+1/2) = N

¢ um homeomorfismo.

Considerando o semi-circulo sul S = {(z,y),y < 0} eaproje¢dops : S — (—1,1), (z,y) —
z, temos que pg'(z) = (v, —+/1 — 22) e repetindo o argumento acima vemos que 7 :
(n—1/2,n) — S é um homeomorfismo.

Analogamente, os intervalos da forma (n — 1/4,n + 1/4) e (n + 1/4,n 4+ 3/4) sdo
transformados homeomorficamente por 7 nos semi-circulos leste e oeste.

Como os intervalos da forma acima cobrem o R temos que 7 : R — S' € um homeo-
morfismo local.

O

Observacio 9. A proposicdo acima implica que dado a € S*, existe um arco JJ C S* com
a € J tal que 71 (J) = Upezly,, onde I,, é um intervalo aberto de R homeomorfo a .J para

todo n.

Proposicao 10. Seja f : S* — S* um difeomorfismo. Existe F': R — R tal que m o F =
fom.

Demonstragdo. Tome a € S' e escolha a € R tal que 7(a) = a. Pela Remark 9, existem
um intervalo aberto I; C R e um arco aberto J, C S' coma € I; e a € J, tal que
7w : Iz — J, € um homeomorfismo.

Considere f(a) e tome f(a) € Rtal que 7(f(a)) = f(a). Repetindo o argumento acima
para f(a) e f(a), encontramos abertos Jy,) C S* e iy CR, fla) € Jpw e f(a) € Iy
tais que 7 : Jy(q) — [m ¢ um homeomorfismo.

Como f : S* — S' é um difeomorfismo, podemos supor que f(.J,) = Jy().-
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Daf segue que F': I — Iy dada por F(z) = Lo fom(z) estd bem definida e é um
difeomorfismo.
a Pt
|7 A
f
—
Jf(a)

Agora, tome uma sequéncia finita de pontos a; = a, as, - - - a,, de S* e considere J,, e
Jt(as) arcos de S tais que para cada i tem-se que f : J,, — Jy(,,) € um difeomorfismo.
Para cadai,sejama; € Re f (az) € Reintervalos /g, e 7 pontos e intervalos abertos
como acima tais que
milg — J,, € [f(a) — St

sdo difeomorfismos.
Isto implica que podemos definir

F:[a—lU~~~U[a—n—>U[m como F=n'lofor.

Verifica-se facilmente que /' estd bem definida em cada ;N /5 0 que prova a proposi¢ao.

O

i+1

Definicao. A funcdo F' : R — R definida na proposi¢do acima é chamada um levanta-
mento de f : ST — S1.

Exercicio 11. Verifique que se ' : R — Re G : R — R sdo dois levantamentos de
f: S — Sl entdo existe k € Ntalque F' — G = k.
3. ROTACOES DO CIRCULO E O TEOREMA DE POINCARE

Considere o circulo unitdrio S* = {(z,y); /22 + y? = 1} C R? Identificando R? com
o plano complexo C podemos escrever

={zcCz]|=1}={e"? 0< 0 <1} CC.
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Considere a rotacdo, R, no sentido anti-horario, de Angulo 27a > 0 definida em S*.
Isto é,
Rl 627ri9) — 2milb+a) _ 2mia 2mi0
Seja dist(z1, 29) a distAncia natural em S*, dada pelo comprimento de arco entre z; € zs.
O comprimento de arco entre z; € 23, ¢(z1, 22), € 0 comprimento do menor arco ligando
Z1 a 29. Sempre normalizamos este comprimento dividindo-o por 27. Por exemplo, se
0<6; <bye2n(0y —0;) < mtemos

¢ — distancia 27 (0, — 0,)

2mif1 2mwifa\ — _
g(@ , € ) = o o = (92 91.
Se 0 <6 <0bye2n(0y —6y) > wtemos
(20 ity _ ¢ — distancia _ 21 — 27 (03 — 61) (-0,

2 2T

Observe que a rotacdo preserva a distancia /, isto €, para todo z; e z; em S! tem-se

U(Ro(21), Ra(22)) = U(21, 22).

A rotacdo € um exemplo de uma isometria, isto €, uma aplicacdo que preserva distancia.

O circulo S* também pode ser escrito do seguinte modo alternativo. Comegamos defi-
nindo a relacdo de equivaléncia ~ entre os nimeros reais, definida por: dados z1, 22 € R,
dizemos que x; e x, sdo equivalentes se existe £ € Z tal que z; = w2 + k. Entdo
R/Z = I/ ~, I = [0,1], pois o intervalo I contém exatamente um representante de
cada classe de equivaléncia, exceto da classe que contém 0 e 1. Isso ndo causa problema
porque 0 e 1 sdo identificados como o mesmo ponto em S*.

A fungdo 7 : R/Z — S* dada por

x> m(x) = ™, (3.1

é uma bijecdo entre R/Z e S'. A distincia comprimento de arco ¢ dividida por 27 em S*

induz uma distancia em R /Z, que denotamos pelo mesmo simbolo ¢, dada por:
l(x,y) =min{|z —y|,1 — |z — y|}. (3.2)
Exercicio 12. Considere a fungdo 7 : [0, 1] — R/Z definida acima. Verifique:

(1) 7 estd bem definida, e é uma bijecao.
(2) vale a férmula (3.2) acima para quaisquer =,y € R/Z.
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Observe que considerando S' = R/Z = I/ ~, a rotagdo de angulo 27a em St é
transformada na funcao
R.(x)=x+a modl,
onde mod 1 significa the subtraimos a parte inteira de x. Ou seja, a translacdo R, é um
levantamento da rota¢io R, em S'. Chamamos « o nimero de rotagdo de R,. Lembre

que a rota¢do R, é de angulo 2mav. Assim, dado « € [0, 1], temos

r+a se r+a<l

R, (z) =

r+a se r+a>1.
A dindmica de R, depende do nimero de rotacdo o ser um nimero racional, isto é, o« € Q
ou ndo. Antes de esclarecer este ponto, vamos lembrar a defini¢do de 6rbita densa:
Defini¢do 13. A érbita OF, (21), z1 € S', é densa em S' se para todo z, € S' e todo
e > 0, existe n > 0 tal que £(R7(z1), 22) < €.
Teorema 14. Seja R, : R/7Z — R/Z a rotagdo do circulo.

(a) Sea = § € Q todas as orbitas sdo periodicas de periodo q,

(b) Se a € R\ Q, para todo z € S, a 6rbita OF, (z1) é densa em S*.

Demonstragdo. Prova de (a): Suponha o = §, com p, q € Z. Entdo, para cada z € R/Z,
Rli(zx)=z+q Emodlzx—l—p mod 1= z.
q

Assim, todo ponto € periddico de periodo q.
Prova de (b): Neste caso trabalhamos com a notacdo multiplicativa em S*, isto &,
consideramos S! = {z € C,||z|| = 1} e usamos a métrica £ do comprimento de arco

normalizada (dividida por 27).
Afirmacio 1. Se « é irracional, dado z, = €™ € S1, R (e?™1) # R™(e*™1) para
n # m.

Prova do Claim 1 Suponha, por contradi¢do, que existem n # m € Z com R"(e*™%1) =
R™(e*™=1). Entdo existe k € N tal que

27(z1 + ma) = 27(xy + na) + 27k que implica ma = na + k.

Como m # n, isto mostra que o = i k

——_ contradizendo que « € irracional.
m—n)

Afirmacio 2. Para todo ¢ > 0 existem dois pontos distintos R[(z1), R(z1) na drbita
OF (=1) satisfazendo ((R" (2,), R™(:1)) < & < c.
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Prova da Afirmag¢do 2 — Dado € > 0, escolha N € N com % < € e considere os pontos
21, Ro(21), -+, RN (2') € Og,_ (21). A Afirmagdo 1 da que estes N + 1 pontos sdo dois a
dois distintos. Assim, se dividirmos o circulo S' em N arcos de mesmo comprimento e,
temos que pelo menos um dos arcos tem dois dos N + 1 pontos acima. Portanto, existem

n # m, contidos em um mesmo arco, isto €,
((Ro(21), Bl (21)) < e

Finalmente vamos provar que a a 6rbita de z; € S € densa em S!. De fato, dado z, € S1,
e € > 0, tome um arco centrado em 2, com comprimento € e considere 2]’ ", onde m e n

sdo como na Afirmagdo 2.
Afirmacao 3. R]'™" é uma rotagdo de dngulo menor que 27e.

Prova da Afirmac¢do 3— Note que
R;n—n<zl) _ 627ri(m—n)04z1 _ R(mfn)a(zl)7

e assim R,,_,), € uma rotagio de angulo 27(m — n)a. Pela Afirmagdo 2 e usando que as

rotagcdes sao isometrias, obtemos

«

(R (1), 1) = LR (R (20)), R (1)) = ARA), B (1)) < 4 < e

Isto mostra que a rotagdo R'~" move os pontos por um arco de comprimento menor que
%’“, isto €, por uma distancia menor que % < €.

Entao, os pontos

zl,R(m’”)(zl),Ri(m*")(%),Rf;(mfn)(%), -

(67

estdo espacados por um arco de comprimento menor que 7e, ou, em outras palavras, a
distancia entre dois pontos consecutivos da orbita € menor que €. Portanto, existe 7 > 0 tal
que Rt (z1) entra no arco de comprimento e centrado em zy, provando que a érbita de
2, é densa em S*.

O

Exercicio 15. Prove que se &« = £, com p e ¢ primos entre si, entdo g é o periodo de
q

qualquer x € S, isto é, para cada v € R/Z tem-se R¥(x) # x paratodo 1 < k < q.

Observacao 16. Se o = g, com p € ¢ primos entre si,

p| € o niimero de voltas que a Orbita

de x d4 em torno de S! antes de fechar.
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Exercicio 17. Sejam X = R/Z x R/Z e f(x1,23) = (R, (1), Ra,(22)), com g € g
nimeros reais, sendo pelo menos um deles irracional.

(1) Escreva o n-ésimo termo da 6rbita O (2), z = (1, x) e mostre que os termos de
O7 () sdo dois a dois distintos.

(2) Mostre que dados z = (1, 22) € R/ZxR/Z e N € N positivo, existe 1 <n < N
tal que

dist(f"(2), z) < \/WE

3.1. O Teorema de Poincaré para homeomorfismos de S'. O objetivo desta se¢io é
caracterizar os homeomorfismos de S', segundo a existéncia ou nio de pontos periédicos.

Esta caracterizagao € devida a Poincaré.

Teorema 18. Seja f : S' — S um homeomorfismo preservando orientacdo. Entdo valem
as seguintes afirmativas
(a) Se f tem um ponto periddico entdo sua dindmica é trivial: qualquer érbita é as-
sintética a uma orbita periodica e quaisquer duas orbitas periodicas tem o mesmo
periodo.
(b) Se f ndo possui pontos periédicos entdo existe uma rotacdo R, : St — S* tal que
qualquer orbita de f tem a mesma ordem que uma orbita de R,,. Isto é, a aplicacdo
h: Of(z) = Og, (w), definida por h(f"(z)) = Ry(w), n € Z, é mondtona.

Observacao 19. Observe que se f ndo tem pontos periddicos, entdo (b) acima diz que se
z,y € Of(z) e y estd entre x e z, entdo h(y) estd entre h(z) e h(z). Deste fato segue que
h se estende continuamente a uma transformagio monétona h : S' — S* satisfazendo a
equacio h o f = R, o h. Assim, h é uma semi-conjugacéo entre f e a rotacdo R,. Em
geral, h ndo é uma conjugacio porque podem existir pontos em S' cuja pre-imagem por h
€ um intervalo.

Para provar o Teorema 18, vamos primeiro verificar o lema abaixo.

Lema 20. Seja f : J — J, J um intervalo fechado de R, invertivel e continua, preservando

orientagdo.Entdo qualquer orbita de f é assintotica a um ponto periddico de f.

Demonstragdo. Como [ preserva orientagdo, se z € J e f(z) > =z, entdo f?(z) =
f(f(x)) > f(x). Por indugdo, provamos que para todo n, f"(x) = f(f"'(z)) >

[ 1(x). Assim, (f"(z)), é mondtona crescente e portanto converge para y € .J, pois
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J é fechado. Assim,
lim f*(x)=y € J.

n—o0
Como f € continua segue f(y) = f(lim, f"(z)) = lim,, f"*(z) = y.
Assim, y € ponto fixo e a 6rbita de x € assintdtica a y.
Como f~! também € monétona crescente, usando o argumento acima prova-se que o
a-limite de qualquer x € J € um ponto fixo de f.
Quando f é decrescente, entdo f2 = f o f € crescente e como acima concluimos que

toda orbita € assintdtica ou a um ponto fixo ou a um ponto periddico de periodo 2.
O

Demonstragdo. de (a) do Teorema 18

Seja y com f*(yy) = . Assim, y é um ponto fixo de g = f*. Seja J = J \ {y}. Como f
preserva orientagdo, ¢ : J — J é monétona crescente. E pelo Lema 20 segue que a 6rbita
de todo z € assintética a um ponto fixo de g (e portanto periddico com periodo k de f).

Se f inverte orienta¢o, entdo f tem um tinico ponto fixo e como f? preserva orientagao,

obtemos que toda orbita € assint6tica a um ponto fixo ou a um ponto periddico de periodo 2.
O

Observacao 21. Isto d4 a descricdo completa da dindmica de homeomorfismos do circulo
S1 que possuem pontos periddicos.

Observacao 22. A prova de (b) do Teorema 30 € mais elaborada, usa o conceito de nimero

de rotagdo e faremos em outra ocasido.

3.2. Niimero de Rotacdo. Dada f : S' — S1 um difeomorfismo que preserva orientacao,
denote por f um dos levantamentos de f. Entdo, f : R — R satisfaz 7 o f = f om, onde
7 : R — S1 ¢ aprojegdo w(z) = €™, Como f € crescente e preserva orientagio, f é

crescente e satisfaz f(x) = x + 1, para todo z € R.

Exercicio 23. Sejam f,g : R — R fungdes monétonas tais que f(z + 1) = f(z) +1e
g(x 4+ 1) = g(x) + 1, para todo = € R. Entdo valem as afirmativas
(a) O limite p(f) = limy, o0 fnT(O) existe e ]fnT(O) —p(f)] < 1/n;
(b) O limite lim,, 4, W existe para todo z e € igual a p(z);
©) p(z) =m/n,n>0, meZseesésedx € R talque f"(z)=x+m;
(d) dadoe > 030 >0, talque se || f — gllo = sup,egr |f(x) — g(x)| < J entdo
lo(f) = p(9)l <&
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(e) p(f+n) = p(f)+ nparacadan € Z.

Observacao 24. O exercicio acima permite definir nimero de rotag¢ao para funcdes mondtonas
de grau 1 do circulo, isto é, para fungdes ¢ : S — S monétona e satisfazendo ngS(m +1) =
¢(x) + 1, definimos

p(d) = 7p(9)
Lema 25. Seja f : R — R mondtona, continua com f(x+1) = f(x)+ 1 paratodo x € R

e tal que p(f) = a ¢ Q. Entdo p(f — €) < p(f) para todo € > 0.

Observacio 26. O lema acima implica que se p(f) ¢ Q entdo p(f) ndo é constante em

nenhuma vizinhanga de f.

Defini¢iio 27. As aplicagdes f : S' — Ste g : S' — S! sdo semi-conjugadas se existe
h : S' — S* continua tal que
hof=goh.

Quando A € um homeomorfismo, dizemos que f e g sdo conjugadas e h é uma conjugacgao.

Lema 28. Sejam f : S' — Slte g : S' — S! homeomorfismos conjugados. Entdo

p(f) = p(g).

Demonstragdo. Caso (a): p(f) = p/q € Q. entao existe x tal que fI(x) = = + p,
o que implica h(f%(z)) = h(z + p) = h(z) + p. Como ho f? = g? o h e portanto

h(f¥(x)) = g*(h(z)) = h(x) + p e isto implica que p(g) = p/q.
Caso (b): p(f) = a € R\ Q. Neste caso, seja p,, sequncia de inteiros tal que

pn <na<p,+ 1. (3.3)
Entao 41
n n
p_ <a< P .
n n
Portanto

. Dn . pant1
Im —=a e lim
n—oo 1 n—o0 n

Além disso, se p,+1 = p, + 1, (3.3) implica que para todo x e para todo n, tem-se

= Q.

x+pn < fn(x> < x+pn+1-

Portanto

W) + p < R(f(2)) = g"(h(z)) < h(Z) + ppot = 1% - g“(h(x)z — =) _ prgl.




14 MARIA JOSE PACIFICO

Dai segue

U

Lema 29. Seja ¢ : S — S* um homeomorfismo que preserva orientagdo e seja f : R —
R um levantamento de ¢ com f(0) € (0,1). Assuma que p = p(f) ¢ Q. Sejam

A={np+m,n,m €Z} and B ={f"(0)+m,n, m e Z}.
Entdo hy : A — B definida por
ho(np +m) = f*(0) +m
é uma bijecdo monotona.
Demonstracdo. Temos que verificar que
np+m < kp+1< f"0)+m< f50) + L

Afirmacao 4. Vamos verificar primeiro que se p,q,r € 7 sdo tais que p < f1(0) < r
entdop < gp <.

De fato, temos

p < fU0) <7 = fU0) +p = fi(p) < f(0) < fi(r) = f1(0) +r.

Repetindo o argumento obtemos

1 1 ka(0 1 1
PO HE=1)p < £40) < SR+ h-1r = PO +H1-p < o2 < 1=
Portanto kg
pﬁq,}Lm fq(o) Sr=p<gp<r.

Como p € R\ Q, concluimos p < gp < r.

Agora vamos provar que
fH0)+m < fF0)+ 1 <= np+m < kp+1.
De fato, a Afirmacao acima implica
1 0)+m < fH0)+1 <= ") < l—-m <= (n—k)p < l—m <= np+m < kp+L.

Observe que p € R\ Q = h é 1 — 1. A prova do Teorema segue.
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O

Teorema 30. Seja ¢ : S' — S' um homeomorfismo que preserva orientacdo tal que
p(f) ¢ Q. Entdo ¢ é semi-conjugado a rotagdo R, : S* — S*.

Demonstracdo. Sejam A e B os conjuntos definidos em Lema 29.

Sejar : A — A definida por r(y) = y + p e considere hg : A — B definida como
ho(np +m) = £0) +m.

Entdo ho(z + 1) = ho(x) + 1 paratodox € Ae

ho(r(y)) = ho(y + p) = ho(np +m +p) = ho((n+1))p+m) =

FH0) +me= f(f7(0)) +m = f(f"(0) +m) = f(ho(y)).
Como p € R\ Q, A é denso em R e portanto podemos definir h:R—>R por

h(zg) = lim  ho(z).

rEA,x—x0

Como hg € monotona, segue que h estd bem definida.

=2

Além disso, como h é periodica de periodo 1 em z, temos que h é o levantamento de
h:S"— St

Como 7(y) = y + p € o levantamento de Ry, e vale que
hoor = fohy=>ho Ryy, = o h.

Como h é mondtona, h € descontinua no maximo em um ndmero enumeravel de pontos,
e as descontinuidades de h sdo do tipo salto.
Isto significa que h~! pode ser estendida para IR, colocando

hY(J) =k,
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7

em cada intervalo J que corresponde a um salto de h. E claro que a extensao de h~laRé
continua e satisfaz
roh! :iNflof.
Finalmente, seja i : S — S* tal que h~! ¢ o levantamento de . Entdo, claramente h é

continua e vale a equagao

R27rp oh=nho ¢7
terminando a prova de (b) do Teorema 18.

O

4. APLICACOES EXPANSORAS NO INTERVALO

Seja fo : [0,1) — [0, 1) definida por

2x se0<x<1/2
r)=2r modl = - 4.1
f2() {2$—1 sel/2 <z <1, “-

1

12ty S frovennas

Observe que f, estd bem definida em R/Z = [0, 1]/ ~, pois 0 e 1 que sdo identificados
tem imagens equivalentes porque f>(1) = f5(0) = 0. Assim, podemos pensar que f é uma
fungdo definida em R/Z = I/ ~. Como R/Z esta identificado com S*, podemos ver f5

em coordenadas multiplicativas como

f2(62ﬂ'i9) — 627ri29 — <62m’0>2.

Observe que os angulos sdo dobrados por f; € f, é continua em S'. Além disso, f, ndo é

invertivel porque cada ponto  tem duas pré-imagens f, ' (z) = 55 %} e fo expande

distancias: se {(z,y) < 1 entdo

Questao 31. f, tem pontos periddicos?
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Questao 32. Os pontos periddicos sao densos?

4.1. Conjugacio e semi-conjugacao. Sejam X, Y dois espagos, f : X — Xeg:YV —

Y duas fungoes.

Definicao 33. Uma conjugacio (semi-conjugacdo) entre f e g € uma aplicag@o invertivel
(sobrejetiva) h : Y — X tal que ho g = f o h, isto é, paratodo y € Y, temos h(g(y)) =
f(h(y)).

Lema 34. Se f e g sdo conjugadas (semi-conjugadas) por h, entdo y é periddico de

periodo n para g se e s6 se h(y) é periddico de periodo n para f.

Exercicio 35. Verifique que se h(g(y)) = f(h(y)) entdo, para todo n tem-se h(g"(y)) =
S (h(y))-

4.2. Expansao bindria e aplicacio expansora. Dado x € [0, 1], a expansdo bindria de x
¢ dada por

0o z;
x:ZF, xZE{O,l}
i=1

Observe que se f € a fungdo definida em (4.1) entdo a expansdo bindria de f(x) é :

f(z) =2z modl = 225 modl =z + Z i modl = Z 5T
i=1 =2 i=2

e, se mudamos os indices colocando j = 7 — 1, verificamos que

o0 o0 [e.9]

. Z; ~ . Ti Lj+1
se r = ZE’ entdo f(r) = 51 = Z Y

i=1 =2 j=1

ou seja, os digitos da expansdo bindria de f(z) sdo os digitos da expansdo bindria de z

deslocados por 1.

4.3. A aplicaciio deslocamento 0. Seja > 2 = {0, 1}" o conjunto de todas as sequéncias
de 0'se1’s:

> ={(@)E e e {0, 1}}.

Os pontos (a;)%2, € 3.7 sdo as sequéncias de 0’s e 1’s.
A aplicagdio deslocamento é a aplicagio o : 3 5 — > definida por

o((a:)Z1) = ()21, onde by = aiys.
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Ou seja, a imagem da sequéncia (a;)2, é obtida omitindo o primeiro digito e deslocando
todos os outros uma posicao a esquerda. Observe que como perdemos o primeiro digito, o
nao € invertivel.

Agoradefina h : 5 — [0, 1] por

)
a”Lzl §

=1

(4.2)

2|8

Note que a série )~ 5+ < >~ %, que € convergente. Assim, h estd bem definida.

A fungdo h associa a cada sequéncia de 0 e 1 um niimero real em [0, 1] que tem a; como

digito da sua expansao bindria.

Exercicio 36. Seja
k

Mostre que todo 2 € D tem duas expansdes bindrias, uma com cauda de (s e outra com
q

cauda de 1's.

Proposicio 37. A funcdo h : S5 — [0,1] é uma semi-conjugagdo entre a aplicagdo
deslocamento o : Z; — Z; e a aplicacdo expansora definida pela equagado (4.1).

Demonstra¢do. Como todo z € [0, 1] tem pelo menos uma expansdo bindria, podemos
escrever v = Y oo, % a; € {0,1}. Entdo, a sequéncia (a;)2, € Y5 dos digitos de sua
expansio bindria é tal que h(z) = (a;)2, € .7, provando que & é sobrejetiva.

Agora vamos provar que h o 0 = f o h. Para isso, observe que

h(o((a:)i2)) = h( Z > Z

Por outro lado,
oo oo

F(h((@)) = F(O_ 5) mod 1= 3" 2,

i=1 j=1
mostrando a igualdade entre h o o e f o h, e concluindo a prova.

Observacao 38. Note que / ndo € injetiva apenas em D, que € enumeravel.

4.4. A dinamica do descolamento 0. Comegamos definindo uma métrica no espago Z;

das sequéncias de dois simbolos dado acima.
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Dadas s = sgsy -+ et = tot;--- em Z;, definimos
dist(s, t) = i Isi —til
7 i=0 20

Como |s; — t;] = 0 ou 1, a série acima converge. E ficil ver que dist define uma métrica

em > 7.

Proposicio 39. Sejam s,t € >3 com s; = t; para 0 < i < n. Entdo dist(s,t) < 1/2".
Reciprocamente, se dist(s,t) < 1/2" entdo s; = t; para 0 < i < n.

Demonstracdo. Se s; = t; para0 < i < nentdo |s; — t;] = 0,0 < i < n, logo

. N 1 1
dlSt(S,t) == Z —l S _z - _n
i=n+1 2 i=n+1 2 2

Por outro lado, se s; # t; para algum i < n entdo d(s,t) > 2i > 2% Dai concluimos que
se dist(s, 1) < 2% entdo s; = t; para 0 < i < n. O

O resultado acima diz que duas sequéncias estdo proximas se € sO se as primeiras n
entradas das duas coincidem.

Definicao. A transformacao deslocamento € a fungio o : Z; — Z; definida por
0'(5031...> :3132...
Proposicao 40. o : >, — >, é continua.

Demonstragdo. Sejam e > (0 e s = sy51 - --. Tome n tal que 2i <eed= 271% Entao, se

dist(s,t) < 6 =

2n+1:>s,~:ti para 0<i<n+4+1l=s=t para 1 <1< n+1,

entao

Proposicao 41. Valem as afirmativas
(@): #P,(0) =2", P,(0) = pontos periddicos de periodo n.
(b): P(0) =5 (densidade dos pontos periédicos).

(¢): Existe uma orbita densa em Z;
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Demonstragdo. (a) s é periddica de periodo n para o se e somente se
§ = 5051 Sn—-15051 """ Spn—-15051 " " Sp—15051 " " -

Portanto, hd 2" blocos de comprimento n se e somente se #P, (o) = 2".

(b) Dadoe > 0e s = sgs7 - tomencom— < €. Sejat— 8081+ SnS0S1 " Sp .
Entdo t; = s; para 0 < i < n e portanto, d(t 5) < 37 < et é periddica.

(c) Tome

s = 01 00011011 000001010100011
~~ N———

Blocos-comprimento 1. Blocos comprimento 2. Blocos-comprimento n

Entio, dada s € Y, In tal que 0™ (s*); = s; para 0 < i < n entdo d(s,0"(s*)) < = e

271
tem-se o resultado. U
4.5. Itinerdrio de z € [0,1] = I. Considere os intervalos Iy = [0,1), I; = [5,1)
Observe que I e /; ddo uma particdo P(I/ ~) de I/ ~, pois [(UI; = [0,1] e IO NIl =

Defina ¢ : I/ ~— S5 por

ar, =0 se ff(x) € I

r — ¢(x) = (ag)jy, onde { ar, =1 se fk(x) € 1.

A sequéncia (ay)5°, acima é chamada itinerdrio da érbita O(z) com respeito a parti¢ao
P: é obtida iterando f*(x) e marcando qual intervalo f*(z) visita no tempo k. Assim, se

ap, ay, - ,ag,--- €oitinerario de O (z), temos

xe[aoaf(x)EIanZ(x) a27" 7fk() aka"'

Proposicao 42. Se (a;)2, € o itinerdrio de x € I entdo

oo
R a’ -
2 22 225 ’
=1
isto é, ag,ay,- - ,ay, - sdo os digitos da expansdo bindria de x.
Demonstragcdo. Temos que checar que vale a férmula
a a a “a
0 1 2 i—1
x=—+—+—+--~=E —.
2 22 23 2t

i=1

Vamos dividir a prova em casos.
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Caso 1. (i = 0) Se o primeiro digito do itinerdrio é ag = 0,z € Iy,i. é,0 < z < 1/2,
entdo o primeiro digito da expansdo bindria de x € 0 pois de outro modo teriamos z =
% + -+ que é maior que 1/2. Do mesmo modo, se ag € I, ou seja, 1/2 < x < 1, entdo o
primeiro digito da expansao bindria de x € 1.

Caso 2. (1 = k) Para mostrar que a k-ésima entrada a;, coincide com o k-ésimo digito
da expansdo bindria de x, basta iterar x por f k vezes e lembrar que se x1,To, -+ , Tk, - -
s@o os digitos da expansdo binaria de x, como o efeito de iterar por f € igual ao efeito de
deslocar um digito a esquerda, os digitos de f*(x) sd0 T} 1, Try2, - €, pela definigdo de
itinerario, o itinerdrio de f*(x) é ax, a1, ario - - - . Assim, podemos proceder como antes:
se a; = 0 (respectivamente se a; = 1), entdo f*(x) € Iy (resp. I}) e 0 < fF(x) < 1/2
(resp. 1/2 < f*(z) < 1). Entdo, o primeiro digito da expansdo bindria de f*(z), 441 € 0
(resp. 1).

0

Observacao 43. Existe outra maneira de dizer que a aplicacdo f5 definida acima determina
os digitos da expanséo bindria de x € [0, 1] utilizando o fato que a aplica¢do h definida em

(4.2) d4 uma semiconjugacdo entre ¢ e a aplicacao deslocamento sdo o.

4.6. Codificando f>. Suponha que ag, a4, - ,a, é uma sequéncia de digitos 0 ou 1. E
considere

](CLOyala"‘ 7an):
{z €[0,1];0(x) = (ao, a1, ,a,)} = {x € [0,1]; f¥(x) € I,,,Y0 < k < n}.

Observe que estes sao os pontos cujo itinerdrio ( e também cuja expansao bindria) comeca

com ag, ai,as, - - - ,a,. Para determinar estes pontos, observe que
-1 _
I(a0aa'17"' 7an):Iaomf2 (Ial)m"'mjén(]an)'

Claro que se € I, N fy (L) NN fy"(1,,) entdo & € I, fo(z) € Loy, -+, fi(z) €
1, , e pela defini¢do, o itinerario de z comega com o bloco ag, a1, - , ay.
Observe que para [y = [0,1/2) e [; = [1/2,1), temos

fy (L) = [1/4,1/2) U [3/4,1) o que implica 1(0,1) = Iy N f5 ' (1)) = [1/4,1/2).
Repetindo este argumento para os outros pares de digitos obtemos
1(0,0) = [0, 1/4), 1(0,1) = [1/4,1/2), I(1,0) = [1/2,3/4), I(1,1) = [3/4,1).

Por indugdo, provamos:
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(P1) cada I(ag,ay,- - ,a,) é intervalo de comprimento 1/2"+1;
(P2) como ag, ay, - - - , a, percorre todos os blocos possiveis com (n+1)-uplas de digitos

0 ou 1, obtemos uma parti¢do de [0, 1) em 2" intervalos com comprimento 1/2"+1.

No caso de f,, temos cada intervalo desta particdo é da forma

E k41

n+1

A seguir vamos usar conjugacio e coding para exibir uma 6rbita densa para fs.

Teorema 44. Seja f> dada pela equagdo (4.1). Existe um ponto T cuja orbita positiva
O7, () é densa em [0, 1.

Demonstragdo. Primeiro vamos provar que dadon > 1, se O}; (x) visita I(ag, aq,- - , ay)
para qualquer escolha de (ag, ay, - - - , a,) entdo OF () é densa. De fato, neste caso, dados
y €1[0,1] ee > 0,tome N € Ntal que 1/2V*1 < ¢ e tome o intervalo I (ag, a1, - ,ay)
que contém y. Assim, se existe um ponto fy(x) € OF (x) que visita I(ag, a1,--- ,an),
como ambos y e f5(z) pertencem a I (ag, a, - -+ ,ay), temos dist(y, fr(z)) < 1/2Vt < ¢
0 que prova a afirmacao.

Para construir uma 6rbita que visita todo intervalo da forma dada pela equacao (4.3)
vamos construir seu itinerario como uma sequéncia em X3 .

Para isso, comecamos por listar, para cada n € N, todos blocos possiveis de compri-
mento n com entradas a; € {0,1}. E entao criamos a sequéncia (a;)°, simplesmente
justapondo todos os blocos de comprimento para n = 0, depois para n = 1, depois para
n = 2 e assim por diante:

0717 07070717170717071717 070707070717071707071717170707'”

Agora definimos o ponto Z = 1((a;)2,) que tem a sequéncia (a;)3°, como digitos de
sua expansao bindria.

Vamos verificar que sua 6rbita visita todos os intervalos da forma I(ag,aq, -+ ,a,) €
entdo que sua Orbita € densa.

Para ver isso € suficiente encontrar onde o bloco ag, ay, - - - , a,, aparece dentro de (a@;)$°,,,
por exemplo, a; = ag, a1 = a1, - , Axrn = ay,.. Desde que por defini¢do o itinerdrio de

f(z) de T é an,aji1,+* » Agn, - -, iSto mostra que

fk(j:) S I(a_k7ak_+17 T 7a’k_+n> = I(a(]?alv te ,CLn),
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e entdo f*(Z) é o ponto na 6rbita OF () que visita I(ag, a1, - , a,). Isto conclui a prova
que (’)j[(i) visita todos os intervalos diddicos e portanto € densa.
O

Exercicio 45. Explicite todos os intervalos da forma [ (a1, as, ag), com aq, as, asz € {0, 1}.

5. A FAMILIA QUADRADICA E HIPERBOLICIDADE

Definicao 46. Seja p periddico de periodo n. p € hiperbdlico se |(f™)'(p)| # 1. Se
|(f*)(p)] > 1 dizemos que p é um repulsor ou fonte e se |(f")'(p)| < 1 dizemos que
p € um pogo ou atrator.

Antes de discutir a familia quadratica, vamos introduzir algumas definicdes ligadas a
convergeéncia e estabilidade de pontos periddicos.

Defini¢éio 47. Um ponto q é positivamente assintético ap se lim;_,, | f7(q) — f?j(p)| = 0.
O conjunto estdvel de p é definido por

W(p) = {g; lim | (q) = f*(p)] = 0.} (5.1)

Se f tem inversa entdo um ponto g é negativamente assintético a p se lim;_, o, |f7(q) —
f7(p)| = 0. Neste caso, o conjunto instdvel de p € definido por

W (p) = {q; lim |f’(a) = f'(p)] = 0.} (5.2)

Proposicao 48. Seja p hiperbdlico, fixo tal que |f'(p)| < 1. Enté existe um intervalo
aberto U > p tal que se v € U entdo lim f"(x) = p.
n—oo

Demonstragéo. f € Ctentdode > 0; |f'(z)] <A< lparaz € (p—¢€,p+e).
Pelo Teorema do Valor Médio, temos

[f(@) =pl = [f(z) = [P < Mz —pl < |z —pl<e= fx) € (p—€p+e)

= |2(@) = )| < (@) = f)| <Nz —pl < e= fPx) € p—ep+e)
o= [fM(2) —pl S Az —pl = () = P

Observacao 49. (p —e,p +¢€) C W*(p).
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Definicao 50. Seja p periddico hiperbdlico com periodo n. Se |(f")'(p)| < 1 dizemos que

p € um atrator ou um pogo. Analogamente, se |(f") (p)| > 1, p é um repulsor ou uma

fonte.

Observacao 51. Pontos periddicos hiperbdlicos: a dinamica local € controlada pela deri-

vada no ponto.

Exemplos:
@ f(z)=z+2°,
(b) f(.fﬁ) =T — '1737
© f(z) =2+

f(0)=0e f(0)=
f(0) =0 e f(0)
f(0)=0e f(0)=

1
1.
1

Em dimensao 1, a maioria das aplicagdes tem pontos periddicos hiperbdlicos (densidade

dos Morse-Smale). No entanto, periddicos nao hiperbolicos ocorrem frequentemente em

familias de aplicagdes. Quando isto ocorre dizemos que o ponto periddico passa por uma

bifurcagao.

Exemplo: f.(z) =22 + ¢

Sec> % : ndo tem pontos fixos

fe

Sec =

N

£.(1/2) =1/2e f1(1/2) = 1.

Sec< . : atrator, [3,.: repulsor.

=

Portanto, o espaco de fase muda com ¢, dizemos que tem uma bifurca¢do em ¢ = 1/4.
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fe

Exemplo: f,(z) = pz(l —x), p > 1.

—1
fu) =z & pr(l—o)—z=0sc=0e p,="—
Pu
Entao 0 € | A
ntao U € repulsor para [ ’u<3
2
f.u

Quando p = 3, f}(p,) = —1.

25
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2
f w , B= 3
>
Observe que dois A
periddicos de per
2
f w o, B> 3

A familia quadrética
f,u(x) = /“7(1 - 13)
Fatos faceis de serem verificados:

(1) £.(0) = fu.(1) =0e fu(pp) = P> Pp = %
2)0<p,<1lsep>1.

Proposicio 52. Suponha que p > 1. Se x < 0 entdo f}}(v) —» —oo. Sex > 1,
fi(x) — —oc.

Demonstragdo. Se x < 0 entdo f,(r) = pr(l —x) < =z entdo f(r) é¢ uma sequéncia

decrescente. Esta sequéncia ndo pode convergir para p < 0, pois neste caso teriamos
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() = £u(p) < s « .
Do mesmo modo, para

Consequéncia: A dinamica interessante estd em [0, 1].

Proposicao 53. Seja 1 < p < 3. Entdo

(a) 0 € fixo repulsor e p,, = “T_l é fixo atrator.
(b) 0 <z <1= lim fl(z)=p,
n—oo

Demonstracdo. (a) Basta conferir ‘f/:(O)‘ >1le ]f,;(pu)| < lparal < p<3.
(b) Primeiro para 1 < p < 2.

z € (0,1/2] = |fu(z) — pu| < |r —p,| (analizando o grifico)se = # p,,.

Entao

fﬁ(@ 2 Pu
Sexz € (1/2,1) entdo f,(x) € (0,1/2) portanto segue o resultado.
Observe que para 1 < p < 2, f,,(1/2) < 1/2 e aparece um atrator em (0, 1/2).

Sex € (1/2,1) entdo f,(x) € (0,1/2) e 1/2 > ;1/4, ai aplica raciocinio anterior.

pu £ 1/2 = f, crescente em (0,p,) = @ € ((0,p,) = f1(2) = pus em (5, 1/2), f, €
crescente gréifico abaixo de diagonal = = € (p,, 1/2), f)(x) = py.
Para 2 < ;1 < 3, f,(1/2) > 1/2 e a andlise é mais fina. Neste caso, 1/2 < p,, < 1. Defina
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ﬁuzl—p“:%.

Entdo f,(p,) = f(pu) e !f;(pu)} < 1e p, ¢ atrator. Entdo

felbuspal € [1/2,p) = se @ € [Py pu) entdo f1(z) — py.

n— o0

Se x < py oux > p,, existe k > 0, fF(x) € [p,,p,] entdo

fﬁ*"(x) ot Pu

n—oo

Como (0,1) = (0,p,) U [P, pu] U (pu, 1) o resultado segue.
Para = 1/2:

fule) = Lot —2), fa1/2) = 1/,

2
fule) = 30— 302 = i) = 3 — x> [(1/2) =0,
p—1 —1/2
Pu = L = 1/2 =—-1<0.
£0)=1/2 < 1.

Portanto, 0 € atrator e f/(z) — 0, Vz.

Para ;1 = 2:
fulz) =221 —2), f.(1/2) =1/2.
file)=2—4z, fi(1/2)=2-2=0.
fi(w) — 1/2.

n—r00
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Lema 54. Para 0 < pp < 1, 0 é atrator. Para 0 < pn < 1, p,, € repulsor.

Demonstragdo. De fato, f,(x) = p — 2ux entdo f/(0) = u < 1 e dai segue o primeiro
resultado.
Agora, se 0 < pu < 1, f(pu) = |2 — p| > 1 e dai segue o segundo resultado. O

Quando p < 1, temos que p,, < 0 € ndo estamos interessados neste analise.

Entdo consideramos p > 1.

Observacgao 55. Para 1 < 3, p, € atrator. Para pn > 3, p, € repulsor. Para pn = 3,
fi(ps) =12 — p| = |2 — 3| = 1 pardmetro de bifurcacao.

Como foi visto antes, quando g passa por 3, um novo ponto periédico de periodo 2
nasce. Conforme 4 cresce, a dinamica vai ficando dramaticamente mais complicada.

5.1. O caso ;1 > 4. Agora vamos olhar f,(z) = px(1 — x) para 1 > 4. Vamos omitir o 4
na andlise: f, = f.
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Como p > 4 = f(1/2) > 1 = certos pontos deixam [ quando iterador por f. Denota-
mos estes pontos por Ay.
Seja Ay ={xel: f(x) € A},

reA = fAr)>1= o) <0= f" = —oco.

Ap={z €A, f €A}y ={x: fi(x)cIparai <ne f"'(x)¢I}
Portanto,
€A, = f'(x) — —o0.
Entdo temos que estudar
I\ (U2, A,) =A.

Note que como Ay : é o intervalo aberto centrado em 1/2, I \ Ay = Iy U [, com 1,
i € {0, 1} intervalo fechado.

Observe que f é crescente em Iy, f é decrescente em [y, f(Iy) = f(I1) = I, entdo 3 par
de intervalos abertos Agg € Ag1, Ao C Lo, Ao1 C 11, com f(Ag) = Ap e f(Ao1) = Ao,
Ao U Ag1 = Ay

Agora observe que I \ (Ap U A;) consiste de 4 intervalos fechados, cada um é levado
por f monotonicamente em I, ou I, e consequentemente f2 leva cada um deles em [ e
portanto I \ (Ag U A;), contém um intervalo aberto que é levado por f? em A,.

Entdo pontos neste intervalo depois de 3 iteracdes escapam de /. Este conjunto é A,.
Continuando observamos que A,, ¢ uma unido de 2" intervalos abertos dois a dois disjuntos.
Dai, I \ (Ag U A; U---U A,) consiste de 2" intervalos fechados pois

142422 4. 42n ="t



INTRODUCAO AOS SISTEMAS DINAMICOS 31

Além disto, f*! leva cada um destes intervalos monotonicamente em /. De fato, o grafico
de f™T! ¢ alternativamente crescente e decrescente nestes intervalos. Entdo o grafico de f"
cruza a diagonal em pelo menos 2" pontos. Portanto P, (f) contem 2" pontos em /.

Portanto a estrutura de A € bastante complicada.

Definicao 56. A é conjunto de Cantor se é fechado, totalmente desconexo e perfeito. (To-
talmente desconexo se ndo contém intervalos, perfeito se todo ponto nele é de acumulacao
ou ponto limite dele mesmo).

Vamos verificar que A é um conjunto de Cantor.

Para garantir que A € um conjunto de Cantor mais facilmente, vamos assumir que . >
2 ++/5. Isto implica que |f(z)| > 1, Vo € [y U 1.

Observaciio: Como aparecem o nimero 2 + /5. Queremos garantir | f'(x)| > A > 1
para todo z € I\ Ay. Para isso, como f é montona crescente nestes intervalos, basta
encontrar o pardmetro £ para o qual f,(z) = 1 satisfaz | f}(x)[ > 1. Assim, calculamos

+ (2 — 4p)Y/?

24

Temos
filre) = (W* —4p)' P e fl(xg) > 1= (u® —4p)'* > 1
logo 12 — 4p — 1 > 0 e assim,
1> 245

Entdo, para p1 > 2++/5, 3\ > Ltal que |f/(z)] > A, Vo € A = |(f*)(z)| > A" V n.

Afirmacao 1: A ndo contém intervalos, caso contrario, 3,y € A, [z,y] C A. Entio,
para todo z € [z,y], [(f")'(2)] > A™. Tome n tal que \"* |y — x| > 1. Pelo Teorema
do Valor Intermedidrio, | f"(y) — f"(z)| > A" |y — x| > 1 entdo ou f"(y) ou f™(x) ¢ I,
contradicao.
Como A é uma sequéncia encaixante de intervalos fechados segue que A € fechado.

A é perfeito: De fato, note que todo extremo de Ay estd em A, tais pontos ndo enviados
eventualmente em 0 e portanto permanecem em / quando iterados.

Se 4 p € A isolado, toda vizinhanca de p deve escapar de I, tais pontos pertencem a
algum Aj. Entdo ou existem sequéncias de extremos de Ay convergindo para p ou todos os
pontos numa vizinhanca de p s@o levados para fora de /. No primeiro caso estamos feitos.

No segundo, assume f™(p) — 0, e todos os outros por f™ na vizinhanga sdo negativos,
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entdo f™ tem maximo em p. e portanto

(/") () =0=3Fi <n; (S NP)=0=f(p)=1/2= [T (p) ¢ I

E isto finalmente implica que f™(p) — —o0, contradi¢do de novo.

6. A FERRADURA DE SMALE

O objetivo é descrever um difeomorfismo f : S? — S? devido a Smale, denominado
ferradura . Este foi o primeiro exemplo de um difeomorfismo estruturalmente estadvel
com infinitos pontos periodicos.

No polo norte”de S? colocamos uma fonte hiperbélica o;, € de modo que todo o he-
misfério norte, H, incluindo o equador, pertenga a W (o).

Entdo f(H,) C H_,onde H, e H_ denotam o hemisfério norte e sul respectivamente.

A seguir descrevemos f em H_. de um retangulo central () e dois semi-discos Dy e Ds.

A ferradura f leva H_ dentro de H_ do seguinte modo.

Primeiro, contrai linearmente () na dire¢éio horizontal por um fator 0 < 6 < 1/4 e
expande () na dire¢do vertical por um fator 1/, de modo que apés a agdo de f, fica longo
e fino.

Entdo coloque () de volta em H_ na forma de ferradura, como no esquema da figura

abaixo.

DN

Observe que a pre-imagem de @ consiste de dois retangulos horizontais R, e R, que
podemos assumir que sdo levados linearmente sobre as duas componentes verticais R, e
Ry de f(Q)NQ. Aalturade Rye Ry é e alargurade Ry e R; é § também.
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Nos retangulos Ry e R; o difeomorfismo € linear. Portanto, preserva linhas horizontais
e verticais, contraindo as horizontais por ¢ e expandindo as verticais por 1/.

Como f € uma contragdo em [y, tem um tnico ponto fixop € D; e
lim f"(q) =p, ¥ qe D

Como f(Dy) C Dy, todas as orbitas positivas em D, se comportam do mesmo modo, isto
é,
lim f*(q) =p, ¥ q& D

Do mesmo modo, se ¢ € Q mas f*(q) ¢ Q para algum k > 0, entdo f*(q) € DU Dy e
portanto f"(q) — p quando n — cc.

Concluimos que quando x € H_ e x # p, x € ndo errante se e sé se sua Orbita esta
inteiramente contida em ().

Sex € H, e x # pendo é o polo norte, entdo x € errante pois neste caso z € W¥(o).

Portanto, se x € Q(f), x # p, temos x € Ny,ezf™"(Q) = A.

A seguir vamos descrever A e a dindmica de f/A.

Observe que @ N f(Q) tem duas componentes retangulares, Ry, Ry, e Q N f(Q) =
Ry U R;.

QN Q)N f2(Q) tem quatro componentes e assim sucessivamente.

Temos:

QN f(Q)N fA(Q) = Ry U Ro1 U Rig U Ryy.
f(Ro) NQ = Roo U Ry, Roo C Ry, RipN Ry = 0.

f(R)NQ =Ry URyy, Ry C Ry, RnNRy =0.

Em geral, dada qualquer sequéncia aga, - - - ay, a; € {0, 1}, temos que
Raoal---aN = Rao N f(Ral M---n fN(RaN)'

Afirmamos que R4, ..., formam uma sequéncia encaixante de retangulos fechados,
nao vazios.
Note que
Ragar-way = Rap N f(Ramz---aN)-
Vamos provar por inducdo. Por esta hipétese, assumimos que Rq,..ay 7 0 é um

retangulo ndo vazio.
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Por constru¢io, f(Rya,..ay) consiste de dois retingulos, um em R, e outro em R;.
Assim, Ry N f(Raga;--ay) € um tnico retdngulo. fechado.

Estes retangulos s@o encaixados porque

Raoal'"aN = RaOal'“aN—l N f(RaN) - Raoal”'aN*]-'

Concluimos que
Nu>0Ragayay 7 0.

Agora seja h qualquer linha horizontal com k. N @Q # ) e coloque [a,b] = h N Q. Entdo
f([a,b]) N f(Q) é aunido de dois intervalos fechados que sdo obtidos de [a, b] removendo-
se trés segmentos abertos distintos. De cada um destes dois segmentos removemos abertos
da forma [a,b] N f(Q) N f?(Q) e assim por diante. Entdo [a, b] N [N,>0/"(Q)] = K; é um
conjunto de Cantor.

Denotando A, = N,,>0f"(Q), obtemos que A, = K x I, onde I é um intervalo vertical.
E concluimos que A, € o produto de um Cantor por um intervalo.

Do mesmo modo A_ = N, <o f"(Q) = Ky x H, onde Ky é um Cantor e H é um
intervalo. Entdo A = A, N A_ # (). Claro que f(A) C A.

6.1. Codificando a ferradura. A cadapontoz € A, associamos uma sequéncia aga; - - - ay,

com q; € {0,1} como segue:

an(x) =0se f"(z) € Ry; an(z) =1se f"(x) € R;.
Assim, temos uma aplica¢do ¢ : A — [[™ {0, 1} que associa, a cada x € A, a sequen-
ciay(x) = (an(x)), de 0’s e 1’s definida como acima.
Vamos denotar por X5 o espaco produto [[* _{0,1}, com a topologia produto. Como
vimos, X, é completo, perfeito e totalmente desconexo.
Observe que uma base de abertos para a topologia de >, é dada pelos cilindros

C(6162 s €Ly il’iQ s Zk)7 Ej € {0, 1},

que consiste das sequéncias (a,,), € X, com a;; = €;.
A aplicagdo deslocamento o : ¥y — Y5 é definida por (o (a,))x = agi1-

Temos que o diagrama comuta, ou seja, 0 0 1) = o f/A.
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AL
o = v
» 2%
Teorema 57. A transformagdo f/(Qf) N Q) é topologicamente conjugada a aplicagdo

deslocamento o.

Demonstragcdo. Basta provar que a aplicacdo 1) definida acima € um homeomorfismo. Para
1sso procedemos do modo seguinte.
Ja sabemos que Q(f)NQ C A. A outra inclusdo sera consequéncia do restante da prova,

desde que todo ponto de s € ndo errante para a aplicacao o.
Afirmacao 5. ) ¢ continua.
Demonstragdo. Prova do Claim. Tome um cilindro aberto

Cl(x), N) = {(s0)i € Xy 51 = (¥(2))i |1 < N}

i|l(eqN, escolha uma bola Bs,(f*(x)) com §; suficientemente pequeno para

Para cada 1,
que ndo intersecte as componentes de Q N f(Q) que ndo contém [*(z).

Paratodoi,—N <i < N, AN F~%(Bs.(f*(x))) é uma vizinhanga de = € A.

Do mesmo modo,

Bu(r) = () (AN f7 (B (f(x))))
lil<N

¢ também uma vizinhanca de x emA.

Pela construgdo, ¢(By(z)) C C(¢(x); N) e portanto ¢ € continua. O

Afirmacao 6. A aplicacdo ) é injetiva.

Demonstragdo. Sejam x, y tais que 1(x) = 1(y). Provaremos primeiro que se a parte
positiva das sequéncias coincidem, isso é, ((x)); = (¥ (y));, ¢ > 0, entdo as ordenadas
de x e y sdo iguais.

De fato, temos que (f*(x) e f*(y) pertencem ao mesmo retingulo vertical de f(Q)NQ e
também ao mesmo retingulo horizontal de f~!(Q)NQ porque f*(x) e f**!(y) pertencem
ao mesmo retangulo vertical.

Do fato que (f%(x) e f*(y) pertencem ao mesmo retdngulo horizontal de f~}(Q) N Q

concluimos

lord(f**(y)) — ord(f™ ()| = dlord(f'(y)) — ord(f'(x))]
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onde § é a expansdo vertical de f em Ry U Ry, § > 1.

Assim, para todo n,
lord(f"(y) — ord(f*(x))] = 8"Jord(y) — ord(x)|
que leva a um absurdo pois f*) e f"(y) pertencem a () para n. Portanto, = = y. U
Afirmacao 7. A aplicacdo 1) é sobrejetiva.

Demonstra¢do. Como ja definimos, se « = (apa; - --ay) é uma sequéncia de 0’s e 1’s
entao

Ra:Ralﬂf(Ral)ﬂ'-'ﬂfN(RaN)#@.

Dada s € X9, 5= (8;):ez, queremos mostrar que
R, = m(ioooi(RSi) # 0.

De fato, se z € R, entdo f'(z) € R,,, ¥V iev(x) = (8;)icz-
Para mostrar, basta mostrar que a intersec¢ao correspondente a sequéncia finitas é nao
vazia, pois
Ron =Ny f (R, #0,¥ N >0

e o fato que esta sequéncia é encaixante implicam

Ry = NyezRsn # 0.

[
[

6.2. Ferradura na aplicacio de Henén. A aplica¢do H,, : R? — R? definida por
Hyp(z,y) = (a+by —2°,7), a,beR, (6.1)

foi introduzida por M. Hénon nos anos 70 para estudar comportamentos dinamicos com-
plexos.

Se b # 0, H, 5 tem inversa e sua inversa dada por

_ T+’ —a
H ) = (0

Observagio 58. Se b = 0 entdo H, o ndo é invertivel e H, o(z,y) = (a — 2%, x), ou seja,

representa o grafico da pardbola z = a — y>.

). (6.2)

Para simplificar a notag@o, para a e b fixados, escrevemos H = H, .
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Exercicio 59. Verifique que (x,y) € R? é ponto fixo de H se e somente se v = y =
1/2(b — +£+/(b—1)2 + 4a.

A derivada de D H € dada por

—2x b
DH(x,y) = .
(z,9) Lo ]
Dai segue que os auto-valores sdo A\; 5 = —x £ /22 + b e os respectivos auto-vetores sdo

v = (1, A1) e vg = (1, —X\y). O determinante de DH (x,y) é igual a —b. Vamos estudar
a aplicagdo de Hénon para 0 < |b| < 1, que corresponde aos valores de b que H contrai
area. Observe que para b < 0 H preserva orientagdo e para b > (0 inverte orientacao.

Dado r > 0, considere o quadrado

Qr = {($ay); |£L’| <, |y| < T}'

Para r = 3, a imagem de cada reta horizontal y = y, é a parabola x = a + by, — 2, com
vértice no eixo-x. A imagem de cada reta vertical + = xq € uma reta horizontal y = x4. Do
mesmo modo, a inversa ! de H envia a reta horizontal y = 1, na reta vertical z = g
e a reta vertical z = x na pardbola y = (o — a + z%)/b com vértice no eixo-y. A figura
abaixo exibe a acdo de H e H ! no quadrado Q5.

Q
H(Q)

—
~

\3
/
/

Exercicio 60. Determine os valores minimos dos parametros r, a, b para que H(Q),) seja
uma ferradura.
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7. DIFEOMORFISMO DE ANOSO E O DERIVADO DE ANOSOV

Apresentamos um exemplo de um atrator perturbando um difeomorfismo linear
de Anosov f4 : T¢ — T¢ numa vizinhanca do ponto fixo. Este exemplo foi introduzido
por S. Smale no ano 1967.

Comegamos com um automorfismo linear f4 : T? — T? induzido, por simplici-

dade, pela matriz
2 1
11

A ideia é perturbar o ponto fixo para tornd-lo um ponto fixo repulsor. Para d > 2 a
perturbacao busca trocar o indice do ponto fixo. Este novo difeomorfimso se chama difeo-
morfismo derivado de Anosov ou DA-difeomorfismo.

Neste trabalho, daremos duas constru¢des do DA-difeomorfismo, ambas sdo to-
talmente similares, s6 que a primeira € uma contrucdo mais explicita, o que permite fa-
zer calculos mais simples, como por exemplo calcular os pontos fixos e mostrar que eles
sdo hiperbolicos, ou determinar o espaco estavel através de campos de cones. Em fim,
a primeira construcdo permite-nos trabalhar com contas explicitas e descrever o exem-
plo de uma forma mais singela. Achamos que para uma primeira aproximacao ajudard a
visualizagdo deste novo difeomorfismo.

A segunda construcdo € bastante tedrica onde o estudo das variedades estdvel e inestavel
sao0 essenciais para entender as novas propiedades do DA-difeomorfismo.

7.1. Preliminares: Anosov no toro TZ. Antes de introduzir o DA-difeomorfismo,
lembremos algumas propriedades da tranformacao linear A e a fungéo f4.
Sejam

21

11

e m : R2 — T2 a projecio candnica. A transformacio linear representada pela matriz A
a escrevemos também por A. Esta transformacdo induz uma aplicacdo f4 : T? — T?
definida pelo seguinte diagrama:

R2 4, R2
dm o— |
T2 4, 2
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A aplicagdo f4 se chama automorfismo toral ou difeomorfimso de Anosov no toro. E

facil ver que f4 tem um tnico ponto fixo, pg = 7(0,0).

7.2. Propriedades de f4. A transformagao A tem dois autovalores \, = %5 e\ =

A= %5 Se observa que A, > 1 > A; > 0. Os autovetores sdo v, = <—\/52+1,1)

e vy = <1_2‘/5, 1). Como v, - v, = 0 segue que eles sdo ortogonais. Denotamos os

autoespacos associados por

E%(po) = <<1+2\/5,1)> = {(x,y) eR?:y= \/32_ 1x} = {(t, \/52— 1t> te ]R}

(+

E*(po) = <(1_2\/5,1>> = {(x,y) eER?:y= —\/g;_lx} = {(t,—\/g;_lt) :teR}.

Como f4 € um difeormorfismo de Anosov, temos uma decomposi¢do R? = E*(p,) @

E"(po). Estes espagos sdo chamados espago estavel (E*(pg) ) e espago instavel (E“(pg) )

em py, respectivamente.

Es(po) Eu(po)

/

FIGURA 1. Os espagos estdveis e instaveis em pg, E*(po) € E*(po).

Consideramos no toro T? a métrica induzida pela métrica euclideana de R?, isto

é,se p = m(x1,%1),q = 7(xs,ys) sdo dois pontos em T?, entdo
a(p7 Q) = mln{d((l‘l + n,yi1 + m)7 (1’2, y2>> ‘n,m € Z}
Podemos ver que

7(B*(po)) = W*(po) = {y € T* - A(f4(), 1)) == 0}
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T(E(po) = W(po) = {y € T* - A(f3"(v), £" (b)) 225 0}
Mais geralmente 7 ((x, y) + E*(po)) = Wo(w(x,y)) e n((z,y) + E*(po)) = W*(7(x,y)).

Lembremos também que

fa(W3(p)) CW?*(falp)) para todo p € T?. (7.1)
Um resultado andlogo tem-se para W*"(p). Além disso,
Teorema 61. Os conjuntos W*(p) e W*(p) sdo densos em T? para todo p € T>

Prova: Provaremos so para W*(py), pois os outros casos sdo inteiramente andlogos.

Seja ¢ = m(xo,yo) € T? e ponhamos o = @ € R\ Q, entdo o conjunto {an + m :

n,m € 7} é denso em R. Por tanto, considerando ¢ = yo — auzg e € > 0, existem n,m € Z
tais que |an +m — (yo — axo)| < €. Seja qs = 7(xo + n, a(xg +n)) € W*(py), entdo

d(g,q:) = min{d((zo + 7,90 +m'), (o +n, a(zo +n))) : ', m’ € Z}
= min{d((n' —n,yo — azg —an+m')) :n',;m’ € Z}

< |yo — g — an + m)|

A\

€.

Portanto, 1W* é denso em T2.
No teorema acima, mostramos que se L é uma reta em R? com declive irracional, entdo
7(L) € densa em T2,

Exercicio 62. Seja o € R\ Q. Prove que o conjunto {an+m : n,m € Z} é denso em R..
Teorema 63. Os pontos periddicos de f4 sdo densos no toro T?

Para comecar na construcao do DA-difeomorfismo, seja U uma vizinhanza de py. In-
troduzimos o cambio de coordenadas na base {v,,v;}. Entdo, cada vetor v = wuv, +
usvs € U queda escrito em esta base da forma (uq,us). Trabalharemos em U com as
(u1,us)—coordenadas. Observe que a variedade inestavel de py sdo os pontos da forma
(u1, 0) e os pontos da variedade inestavel em py sdo da forma (0, uy). Portanto, fa(uy, us) =
(Ayutg, Asug) em U.

7.3. Primeira construcao: seguindo Katok-Hasselblatt. Aqui vamos seguir de perto o
livro de A. Katok e B. Hasselblatt.
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Seja ¢ = R? — [0, 1] uma fungdo C tal que
o(t) = o(—t) paratodo t € R,

B 1 se [t|<1/8
0 se [t|>1/4

o) < 0 sel1/8 <t <1/4.

Seja k > 0 suficientemente grande (serd escolhido mais tarde no teorema 2.1). Definamos
o difeomorfismo derivado de Anosov, f : T? — T2, por

flraw = falr2\w

flur,up) = falur,uz) + (0, (2 = As)(ur)p(kug)us)
= (/\uU17 )\sUQ + (2 — /\s)d)(ul)qﬁ(kUQ)uQ) (Ul, Ug) eU.
E facil ver que f ndo tem pontos fixos fora de U, pois f coincide com f4 em T?\ U e o

unico ponto fixo de f4 é py € U. Portanto, encontrar os pontos fixos para f € resolver a
equagdo f(p) = pcomp € U. Isto é, pela definicdo de f em U, resolvevr o sistema

Uy = /\uul
Uy = )\SUQ + (2 — )\5)¢(U1)¢(k3U2)U2
Da primeira equacao, temos que u; = 0. Da segunda equacdo, (com u; = 0) tem-se que
Uy = /\SUQ + (2 — )\Q(ﬁ(kﬁ’dg)ﬂg
0 = [1—X — (2= \)b(kuo)]us
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logo, us = 0oul — Ay — (2 — A\s)d(kug) = 0. Esta equacdo é equivalente a
1— X

< 1.

Como ¢ é continua, pelo teorema do valor intermédio, exite U € (g, 7;) tal que ¢(kup) =
1-h

50 = As. Além disso, como ¢ € uma fungdo par, —u, satisfaz ¢(—kuz) = ¢(ku2) e,
como (0,s) — (0, —ua) = (0,2uy) & Z2 pois 0 < Uy < 1/4, temos que existem tres
pontos fixos para f, a saber;

Po, b1 = (Oaﬂ2) € b2 = (Oa _EQ)

Observe agora que para todo ¢ = (uy,uz) € U

Df(q) = Dfy = ( hl(:\: us) hz(u? u2) )

onde hl(ul, UQ) = (2 — >\S>¢/(U1>¢(]€U2)U2 € hz(ul, UQ) = /\s + (2 — >\S>¢(U1)<¢/(U2)]ﬂt2 +
¢(kuy). Em particular,

Dfpo = A0 Dfpl = Dfpz = N ,0_ _ _

Agora,
s + (2 = Xo) (¢ (W) kg + p(Kta) = 14 (2 — X)) (¢ (kuz)kua) < 1

o que diz que py € um ponto repulson e 0s pontos p; y ps sao hiperbodlicos.

Por outro lado, como py € um ponto fixo repulsor de f, existe Uy uma vizinhanca de
po que contém a Wi (po, f) tal que W*(po, f) = U;Z, f"(Up). Ponhamos A = T* \
w (p07 f)

Teorema 64. Para qualquer k suficientemente grande, \ é um conjunto hiperbdlico.

7.4. Segunda construcao-Inspirando-se em Robinson. A segunda constru¢do foi inspi-
rada no livro de Clark Robinson. Aqui, € apresentada uma generaliza¢ao do difeomorfismo
mostrado acima.

Usando as mesmas notagdes que antes, seja d(x) uma fungdo “galo”definida por

5(x) = 0 se x>nrg
1 se z>ry/2
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onde 7 é tal que B(pg, 7o) C U.
Consideremos ainda as equacoes diferenciais
- 0
. (7.2)
up = uz6(|(u1, uz)l)
Seja ¢' o fluxo de (7.2): ¢'(uy, us) = (u1, d5(u1,us)). Em uma pequena vizinhanga de py

temos que (7.2) implica
o= 0 =
U N uy (1) Uy
Uy = U us(t) = wugel.

Logo, ¢'(uy, us) = (uy, use'), suficientemente préximo de py. Portanto

1 0
t o __
DPO_[O 6t]'

Definimos o derivado de Anosov como
f=0¢"ofa e > 1.

Observa-se também que

. A O
Dfpo:D¢ponApo:[ 0 e\ ]

e portanto py € um ponto sela.

Observe que supp(¢'—id) C U. De fato, se (u1, uz) € B(po, 7o), entdo d(|(uq,uz)|) =0
e portanto (7.2) toma a forma
up = 0
uy = 0

logo ¢'(uy, uz) = (ug,uz). Isto diz que f = f4 forade U.

Devido que W*(p) = W*(p, fa) sdo linhas verticais (nas coordenadas (uy, u2)) e o fluxo
@' dexa fixo a primeira coordenada, tem-se que ¢’ preserva W#(p, f4) para todo p € T2

Portanto, f preserva cada W*(p)(veja também (7.1)).

E facil ver que po é ponto fixo para f. Ainda, fora de U, f ndo tem pontos fixos. A
restrigdo de f a W (py, f)
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7.5. Propiredades do DA-difeomorfismo. Sejam V' o aberto definido acima e ponha
N =T?\ V. O conjunto N assim definido € uma region “traping”. De fato, V C f(V) e
entdo f(V)¢ C V°. Logo,

f(N) = f(T*\ V) = f(T*NV) C f(THN f(V)CT>°NV° = N.

Agora como N € compacto, f € continua € os f/(N) sd conjuntos encaixados, temos que

0 conjunto
A=)
=0

€ ndo vazio e compacto. Temos ainda que

Teorema 65. O difeomorfismo derivado de Anosov tem estrutura hiperbdlica em A.

Prova: Em U, i )
a 0
Df, = 11
i Q21 A22 ]
Fora de U, i )
a 0
qu = N
0 ag

Pela escolha de V, temos que a;; = A, > 1e 0 < ayp < 1 forade f(V), logo sobre A.
De fato, deja ¢ € A, entdo ¢ € Uf/(V), portanto ¢ & f7(V') para qualquer ;7 > 1. Em
particular, ¢ € f(V'). Assim, se cumpre também para ¢ € A

0
an ], 0<agp<l, app>1.

o |

Q21 Q22

Pela forma da derivada, D f,(0,u1) = (0, agu,), temos que E;(f) = E3(g).
Como |D fo(0,u1)| < ag|(0,u1)|, onde az, < 1, E5(q) € contrativa.
Observando que A é compacto, existe C' > 0 tal que |ag;| < C para todo ¢ € A, entdo

_ _C -
define-se L = —=- e seja

Cy = {(v1,v2) € Ef(g) ® E;(g) : |va| < Llvnl}.

Afirmamos que C¢ é f—invariante. De fato, seja (v1,v2) € Cf, entdo

/
a1101 Ul

qu(’Ul, UQ) = = , .
Q21V1 + A22V9 (2
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Portanto, D f,(Cy) € Cf -

Seja

o] =
<
<
<

Eq(f)

Como C’}; € invariante, temos que

|ag1v1 + agvs]
as|v1| + as2|vy|
Clvr| + age L|vy |
|v1](C' + as2 L)

As
C (1 + )\u — )\s) |U1’

A
O u
Au— As
CluL‘Uﬂ

Lfvy |

_ J u
=D Civar
=0

k
j u k u
() DFfs 0 C-s = Dy Ci-r(a):
j=0

Assim, E(f) é invariante.

Sejam (vy, va), (wy, ws) € C;:_k,(q). Como

temos que:

45
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Logo,
U% wé A21V1 + Q92V9 A21W1 + A22Wso
1 2
V] Wi a1 ajw
Q29 | U2 Wa 22
= —|——-—], onde — ] < 1.
a11 | V1 wq 11
Entao, por inducdo:
vk wk a k v w
2 T2 (222 22
k k| :
(%) wy a1 (%1 w1

Cuando £ tende para infinito, temos que (%)k — 0. Ent@o o cono converge a uma linha.

Assim, temos que £’ € uma linha no espago tangente. Ainda, D f,| gy € uma expansao,
pois

‘qu [ . ” = ‘ [ v ” = a1 |v1] onde ay; > 1.

() A21V1 + Q2202

Observa-se agora que

T?\A = T2NA° = TN (ﬂ fj(N)> — TN (U fj(NC)> = T2UU f(v) = U V).

€, Como py, po sao pontos fixos, eles ndo pertencem a U;’io f2(V). Portanto, p;,ps € A.
Pelo teorema 6.2 em [3], temos que

Lema 66. As variedades estdveis de f satisfazem o seguinte:
i) We(q, f) = W*(q,9) para q & W*(po, ).

ii) W (py, f) UW*(p2, f) = W*(po, 9) \ {po}-
iii) W*(q, f) é denso em T? para todo q € A.

Demonstragdo. 1) Sabemos que f preserva as variedades estdveis de g, portanto

fW3(q,9)) =W*(f(q),9) e  W?(q,g)¢tangente a E*(f).

Para ¢ € A, f é uma contragdo em W} (¢, g), portanto

Wieela, f) =Wi(q,9) e W3(q, f) SW?(q,g).

Reciprocamente, seja / uma componente conexa em W#(p, g) que ndo intersecta a V/,

como I C W*(q,g), f~! expande em W?(q, g). Portanto, para algum j suficientemente
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grande [~ (I) NV # 0, logo f~(I) C Wg,.(po, g)- Portanto, se ¢ &€ W*(pg, g) temos que

W(q, f) =W?3(q,9).

Em particular,
ii) W*(p1, £) UW*(pa, f) = W*(po, 9) \ {po}.

iii) Segue-se de que W*(q, f) ten declive irracional (veja teorema 1.1). U
Lema 67. A variedade inestdvel de f em py, W"(po, f), € um conjunto aberto e denso em
T2

Demonstragdo. Dado que W*(py, f) = U;Z, f7(V) e V é aberto, tem-se que W"(py, f) €
também aberto. Para provar que W"(py, f) € denso em T? resta provar que ¢ € A é ponto
de acumulagdo de W*(py, f). Sejam ¢ € A e B, uma vizinhanga de ¢ em T?. Ponhamos
I = comp,(W*(q, f) N B,) f~* expande em W*(q, f) portanto, para j suficientemente

grande,
0#F(DNFV)CF(B)NFV).
Aplicando f7 ao ultimo conjunto, temos que
0 # By f7 C B,n W (po, f)
0 que prova o teorema. U
Lema 68. As variedades inestdveis W"(py, f) e W*(pa, f) sdo densas em A.

Demonstracdo. Seja p € A N W?(q,g) onde ¢ é um ponto periddico para g de periodo
k(veja teorema 1.2). Como A = T? e W*(py, f) é denso, temos que p € W(py, f) \

Wu<p0a f)a ou Seja’ p € aWu<p0a f)
Seja Z, uma vizinhanga de p e I = comp,(W*(p, f) N Z,). Entdo, f~9*(I) intersectaa V
para j suficientemente grande- Logo,

FRI) N Wy, f) U W™ (pg, f)] # 0.
Portanto,
(W (1, fYUW (pa, 1N Z, #0  (por (7.2)).

Isto prova que

Wu(pla f) U W“(pz, f) = A.
Pelo lema 4.2, W#(py, f) € denso em T2, logo

We(p1, f) N W*(pa, ) # 0. (0s espagos E* e E° sdo transversos)
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Pelo lemma de inclinacao
Wu(pb f) g Ws(p27 f)

Andlogamente,
W*(ps2, f) € Wo(p1, f)-
Portanto,
W(py, ) = W*(p2, f).
Assim,
Welpr, f) = W(ps, f) = W(p1, f) UW™(p2, f) = W*(p1, f) U W¥(p2, f) = A

Teorema 69. A dimensdo topologica de A é um.
Prova: Por lema 4.3 W*(py, f) é densa em T2, logo A ten interior vazio, logo
dimp(A) <1< 2.
Por outro lado, as variedades W*(p;, f) C A (por (7.3)). Portanto,
1 < dimp(W*(p;, f)) < dimp(A) < 1.

Lema 70. Para j = 1,2, {q € A : ¢ é um ponto homoclinico tranversal para p;} é denso

em A.

Demonstragdo. Seja x € A, pelos lemas 4.2 e 4.4 W"(p;, f) e W*(p;, f) sdo densos em
A, portanto existe ¢ € Z,(vizinhanga de z) tal que ¢ € W*(p;, f) N W*(p;, f). Como A
€ hiperbdlico, podemos considerar ¢ transverso, logo os pontos homoclinicos transversos

sdo densos. 0
Teorema 71. O conjunto A é transitivo.

Demonstracdo. Seja U um aberto em A, pelo lema acima, existe ¢ € U ponto homoclinico
transversal, seja entdo o disco D tal que ¢ € D C U N W*(p, f), pelo (argumento tipo)
lambda lema Uf"(D) = W"(p;, f) que € denso, agora pelo teorema de transitividade de
Birkhoff, prova-se o teorema. U

Teorema 72. Os pontos periodicos sdo densos em A.

Demonstracdo. Segue-se direitamente do lema 4.6 e do teorema 4.5[?] parte a)(horseshoe).
O
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8. O SOLENOIDE

D*={z€C, |z| <1}, S'={teRmodl}.

N = S' x D?

D(t) = {t} x D?

Teorema A = N f*(N) é um atrator hiperbélico, expansor, de dimenséo topoldgica 1.
f:N—N
(t,2) = (g(t), 32 + 3*™)

Observacio 73. f(D(t)) C D(2t) e ¢ uma contragdo com fator ; em cada fibra.

Proposicao 74. Para cada t fixo, A N D(ty) é Cantor.

Demonstragdo. Se f(t,z) € D(ty) entdo g(t) = tymodl, so t = 2 ou & + 1.

Note que

tO 1 2 1 wigl
A = (10, 202+ (e,
to+1 Lo L ot
f(D< 2 )) = (t07le _{56 })7

pOiS ewtoi-‘rm' — _ewtoi.

Entdo, as duas imagens estdo na mesma fibra mas sao reflexaes uma da outra em relacio a
origem da fibra D(t).

Sao disjuntas porque % — 4—11 > 0.

Ambas as imagens estdo em D(t,) porque 3 + 3 < 1 e portanto f(N) C N.

Seja

Ny = ﬂfj(N) = f5(N).
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Afirmacdo Para todo t € S, N, N D(t) é a unido de 2* discos de raio (%L)k
Prova. Para & = 0, € claro que cumple-se.

Para cada k£ = 1, segue do que fizemos acima.
NeND(t) = f(Npe1 N D(t/2)) U f(Ne—1 N D(t/2 4+ 1/2)).

Por indugdo, N;,_; N D(t/2) e Ny_1 N D(t/2 + 1/2), sdo cada um, unido de 2"~ ! discos
de raio (}L)k_l.
Segue do fato que f é contrag@o nas fibras por fator 1/4 que

f(Nek—1 N D(t/2)) e f(Ne-1 N D(t/2+1/2))

- e 1 g . k - e ) )
sdo, cada um, unido de 251 discos de raio (1) . Juntos, sdo unido de 2* discos de raio

g 1
(3)"
Agora,
A=()F(N)=[N; = AN D(ty)
=0 =0
¢ um Cantor. OJ

8.1. Propriedades topolégicas do Solenoide A.

Proposicao 75. A tem as seguintes propriedades:

(a): A é conexo.
(b): A ndo ¢ local/e conexo.
(¢): A ndo é conexo por caminho.

(d): Dimensdo topologica de A é 1.

Demonstragcdo. Prova de (a) Seque do fato que Vi, sdo compactos, conexos e encaixados
e portanto sua intersec¢ao A € conexa.

Prova de (b) Para 0 < to —t; < 1, D[t;, 5] N Nj é a unido de 2* tubos “twisted”. Para
cada vizinhanga U de um ponto p € A, tem uma escolha de ¢, e t, e k grande, tal que U
contains dois destes tubos. Como cada tubo contains algum ponto de A, isto mostra que A
nao € local/e conexo.

Prova de (c) Fixa p = (ty, z0) € A. Por indug@o, para k > 1, 3¢, € AN D(t,) tal que:

(i): Para k > 2, g estd na mesma componente de Ny_1 N D(to) que gx—1 €
(ii): Para todo caminho de p a ¢, em NN, deve se enrolar em S' pelo menos 2¢~!

vezes. (Isto especificamente componente de N, N D(t,) a qual g, pertence).
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Por construcao, a sequéncia { ¢ }7° ; € Cauchy. Seja ¢ = lim g, € A porque A é fechado.
Afirmacao 8. Ndo existe caminho continuo em A\ de p a q.

Prova do Claim Note que g pertence a mesma componente de N N D(ty) que gx. Para
todo caminho de p a ¢ em N}, deve intersectar D(t) pelo menos 2k=1 yezes, indo em torno
de S! entre cada destas interseccdo. Entao, se existe caminho continuo em A de p a g, teria
que intersectar D(t,) infinitas vezes (pelo menos 2%~! para k arbitrariamente grande) Mas
isto é absurdo porque o caminho continuo ndo pode ir em torno de S* as vezes, o que prova
o Claim.

Prova de (d) Em cada fibra A N D(t,) é total/c desconexo e tem dimensdo topologica
zero. Num segmento de N, A N D([t1,t2]) € homeomorfico ao produto de A N D(¢;) N
D([t1,t5]) e entdo tem dimensdo topoldgica 1.

0

Proposicao 76. f/A tem as propriedades:

(a): periodicos sdo densos em A.
(b): f € topological transitiva.

(¢): f tem estrutura hiperbdlica.

Lema 77. Os pontos periodicos de g sdo densos em S*, pois g é conjugada ao shift 2-

simbolos.

Demonstragdo. (da proposicao).

(a): Note que g*(to) = to, f¥(D(tg)) C D(to) e D(to) disco, f*/D(ty) contragdo
implica que f* tem ponto fixo em D(#). Pelo Lema, segue que as fibras com ponto
periodico para f sdo densas no conjunto das fibras.

Afirmacao. Os periddicos sdo de fato densos em A.

Prova. Tome p € A e vizinhanga U de p. Existe uma escolha de k, ¢, e %, tal
que o tubo f*(D([t,t2])) C U. Mostramos antes que f tem ponto periédico em
JE(D([t1,t2])) C U. Isto prova a primeira parte da Proposigdo.

(b): Precisamos verificar em A a hipétese de Birkhof transitividade.

Sejam entdio U e V dois abertos de A. Entdo 3 abertos U’, V' em S! x D? tais que
UNA=UeV'NA=V.Existek e N0 <ty —t; <1le0<ty—t) <1talque
FE(D([th,ta])) c U e fE(D([ty, t])) C V'. Entdo 35 > 0 tal que f7(D([t1,t]) N
D([t},t5])) # 0. De fato, como podemos tomar j tal que f/(D([t1,ts]) cruza
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D([t},t]), podemos de fato ter
I (D[tr, t2) N A) N D([t, th]) N A # 0.
Entdo
F Dt ] VA) N fED([t. o) A # 0
e fA(U)NV = fA(U' N A)N[V' N A] # 0 dai segue o transitivo.

8.2. O solenoide € o limite inverso. Sejam
St ={t € R mod 1},
g: St <« St g(t) = 2t modl,
B ={se (Y, g(sj41) = 55}
e Definimos o : ¥ — X por

si_1 sej>1
o(s) =1t se tj:{ L )=

g(so) sej=0,

isto significa que se

s = (807517 .. ) S E? g<8j+1) = Sj

entao
o(s) = (g(s0), So, 51,82, - - -)-
e (X, 0) é chamado limite inverso de g.
e Definimos h : A — (S*)Y por h(p) = S onde f~7(p) € D(s;) com s; € S* para
i=01,.. .

Teorema 78. A fungdo h é uma conjugagdo de (A, f) a (3,0).

AL
lh <= Lh
Iy
hof=aooh.



INTRODUCAO AOS SISTEMAS DINAMICOS 53

Demonstracdo. Passo 1. h(A) C X.
Seja h(p) = s entdo

f(p) € D(sj) e f~U"(p) € D(sj41) (por definigio)

entao,

F7(p) € D(sjr1) = [~ (p) € f(D(s*)) N D(sy) = D(s;) N f(D(s7)) # 0

e como pela defini¢do de solenoide, D(s;) e D(s;41) ou sdo disjuntos ou um estd contido

no outro, concluimos
f(D(sj31)) C D(sy)-

Assim,
g(sjy1) =sj, Vj=seX.
Passo 2.
hof=0o0oh
Sejap € A, h(p) = se h(f(p)) =
Como h(p) = s = f~UV(f(p )) ~(p) € D(sy), Vj =0
Como h(f(p)) =t = f(p) = fVF 1 '(f(p)) € D(tjs1), ¥j =0
entao,
f7(p) € D(s) N D(t;+1)
) = (s, ) = (tsn, ) = 85 = b1, ¥j > 0. 8.1)
Também
f(p) = f~(f(p)) € D(to)
f~(p) € D(s0) = f(p) € f(D(50))
logo
f(p) € D(to) N f(D(s0)) = to = g(so)- (8.2)
Sejam
ho f(p) =1t = (to,t1,t2,...)
ogoh(p) =0o(s) = (g(so0), So, 51, S2, - - -)-
Por 8.1 e 8.2,

to=9g(s0), tjx1=15;, j > 0=ho f(p) =00 f.

Passo 3.
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hél-—1.
Se h(p) = hiq) = f~9(p), f(q) € D(s;), Vj > 0, entdo

p.q € f/(D(s;)) Vi >0

k
P.q € ﬂ f7(D(s;)) = By.

Como s € Y entdo
9(sj41) = s = [(D(sj11)) C D(s;)
f(D(sy)) € FPHH(D(sj-1)) -~ f2(D(s2)) € f(D(s1)) C D(s0),
entao
k
p.q € () F/(D(s;)) = f*(D(sx)) = By,
=0

onde Bj, € uma de bolas encaixadas com raio tendendo a zero, isto implica que p = q.
Portanto h é 1 — 1.

Passo 4.

h é sobrejetiva.

Seja s € ¥, entdo g(s;4+1) = S;, assim

f(D(sj41)) C D(sy)-

Como antes obtemos

k
m J(D(s;)) = B, Bis1 C By, compacto
j=0

N B #0= (B = () F(Dls;) #0
j=0 j=0 J=0

entdo existe p € (12, f7(D(s;)) logo p € f7(D(s;)), Vj > 0, entdo h(p) = s, por
defini¢do.
Pela defini¢cdo de h temos que h € continua e A é compacto, entdao h € homeomorfismo e o

teorema esta provado. U
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9. O ATRATOR DE LORENZ

O Lorenz construiu um modelo matematico para a movimentagd das massas de ar na

atmosfera. As equagdes de Lorenz sdo:

i = o(y—ux)
() 9 = re—y—xz
z = x—bz

onde {o,r,b} C RT com

o : numero de Prandtl
numero de Rayleigh

b : razdo entre a comprimento e altura do sistema.

Parar =28, 0 =10, b = g, (parametros de Lorenz) exhibe um comportamento cadtico.

Propriedades basicas da equacao de Lorenz
Simetria: Se (x(t),y(t), z(t)) é solugdo de (x) entdo (—z(t),—y(t), —z(t)) é também
solugdo de (x).

O eixo z: O eixo z (z = 0,y = 0) é invariante, isto &, (0,0, z) permanece no eixo z,
onde 7;(0,0,2) = cte - e~ ". Se t — 0 entdo z; — (0,0,0).

Contracio do volume: Seja V (t) = vol(X,(U)) logo V (t +dt) = V (t) + [¢(X - ndt)dS.

V(t) = / X -ndS = / vXdv,
S 1%
como VX = —(0 4+ 14 b), entdo V(t) = —(c + 1 + b)V, assim V (t) = V(0)e~ (140t
Elipsoide é um bloco isolante: Consideremos L : R* — R dada por
L(z,y,2) = r2® + oy + oz — 2r)?,

e p(t) = (z(t),y(t), z(t)) solugdo de (x).
Seja 1) = L o ¢ temos que

W'(t) = 20(ra®(t) + y*(t) + bz*(t) — 2rbz(t)) < 0
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FIGURA 2. Lorenz attractor

para valores grandes de z.
Como L é uma fun¢do Lyapunov, entdo o fluxo para valores grandes de c el elipsoide é

transversal ao fluxo pra o seu interior, assim:
3.
U={(z,y,2) e R° : L(z,y,2) < c}

¢ um bloco aislante para o conjunto A = Ny~ X (U).
Logo, para cada ¢t > 0, temos
vol A < vol X;(U)

e pelo anterior, volA = 0.

Pontos de Equilibrio: O ponto (0, 0, 0) é um ponto de equilibrio, para todos os parimetros
¢ uma singularidad hiperbdlica e pelo Teorema de Hartman-Grobman lineariza-se a

= o(y—x)
= rr—y
z = —bz,

onde z(t) = ke~ representa um decaimento a zero quando ¢ — oo.

Para as outras dire¢oes, analisamos
oy — )
= rr—y

z = —bz

, , . —(O AVA% —40 T
Se r < 1 € estavel e globalmente attracting A\j, Ay = GARELVA ;1)2 id ), A3 = —b.



INTRODUCAO AOS SISTEMAS DINAMICOS 57

=z} r=

Se r > 1 é um ponto de sela.

e =

Para r > 1 existem outros 2 pontos fixos que sdo:
Cy = (Vb(r —1),y/b(r —1),r — 1)
Gy = (—=V/b(r —1), =v/b(r — 1),7 — 1).

O s valores proprios do fluxo linearizado en C} e Cy sdo as raizes de a® + a*(v + b+ 1) +

ab(o+71)+20b(r — 1) quando r — 1, as trés raizes tem valor real. Quando o = 10,b = %.

Tem-se uma raiz real e um par de raizes complexos se r > 1, 346.

Se r cresce mais as espinales fazem-se angostas de modo que toca a variedade estavel da
origem assim tem-se um ponto homoclinico (6rbita que nasce e morre na origem).
Sejary = 24,74. Quando r > 7y as raizes complexas da equacao tem parte real postiva e

(', C5 sdo ndo estaveis.

Se aumenta r, cada variedade inestavel da origem € atraida ao ponto de equilibrio oposto.
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N
L ]
\V

Conclusao:

0<r<l1 A origem € globalmente estavel.
r>1 A origem € ndo estavel.
1 <r<24,74 C)e (5 sio estaveis, todos los autovalores tem parte real negativa.
24,74 <r (' e (5 sdo nao estaveis, tem um autovalor negativo e C e Cy tem autovalores com parte 1
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Analises geométricas perto da singularidade

Para
z oy — )
Yy o= rr—y—xz
z = —bz+uxy,
onde o = 10,0 = §,r = 28
DX (0,0,0) tem os autovalores:
_ 11 /1201 .
A= 5+ =~ 11,83
Ay = —L V101~ 99 g3
2 )
Ay = —5 =~ 2,07

Assim, por Hartman Grobman é equivalente a resolver (i, 9, 2) = (A2, A2y, A3z) onde
X' (20, Y0, 20) = (woeM", yoe", zpe?3").

Consideremos
S={(z,y,1) : 2| <1/2,|y| <1/2}, ST ={(x,y,1) €S : v <0}
StT={(z,y,1) €S : x>0}, S* =5 USt=9/T
onde I' = {(z,y,1) € S : @ =0},
Vamos assumir que S € uma secdo transversal ao fluxo tal que toda trajetoria cruza S.
Consideremos
S=A{(zy,2) : Ja| =y} =¥ UX"
onde ¥* = {(z,y,2) : x = +1}.
Para (z9,v0,1) € S*, seja 7 tal que X7 (zo,90,1) € X € dado por 7(zg) = ;—lllog(a;o)
desde que (zg, Yo, 1) € S* onde xy # 0 entdo sgn(zy) = ==, logo

N

X7 (0, y0,1) = (sgn(wo), yo |I0|_A2/Al ; \xof_h/h)

Como 0 < —)\3 <M < —>\2 entio 0 < v = —)\3/)\1 <1l< 5 = —)\2/)\3.
Seja L : S* — X dada por L(z,y) = (y|z|”, |#|®) tal que

r>0= L(z,y) € "

r<0= Lx,y) € ¥~
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o |L(20.) — L(x0, §)] = lwol’ly — 71 < |(20,y) — (0, §)] (a distancia da imagem &
menor)
_ B « x _ /B —a/p
¢ L(xay0>_<y0|x| b’ |x|c)entaoc—b Yo Ondea/ﬁ< 1
e ©r — lentdo L(x,y) — (0,0).

Assim, L(S*) é um tridngulo com vértice (+1,0,0). Dai tomamos R tal que leva X a S.
Defina-se a fungdo de retorno P : S* — Stalque P = Ro L, P(p) = Xr(p) onde T é o
primeiro tempo positivo tal que X7(p) € Se

0 M
+0 0

B-1 .8 f
DP — DR DI — 0 M yBx x _ ~f(x) ~O
+o 0 ar®t 0 g(x,y) h(x)
Assim, P = (f(x),g(x,y)).
Se v € foliagdo dado por S N {x = xy} entdo P(7) estd contenido em alguma foliacao
Sn{x=ux}.
P = (f(z),g9(x,y)) para alguma fungdo f : [\ {0} — I, g : I\ {0} — I, onde
I=[-1/2,1/2].
Vemos descrever algumas propriedades de f.

(1) Temos

DR(y,z)z( >,O<0<1,M>1.

X(z,y,2) = —X(—x,—y,—2) = Xp(v,y,1)=—Xp(—2x,—y,—1)
= (f(-?c),g(x,y),l) = (—f(—.T),g(—iL’, _y)al)
= flz) =—f(-2).

(2) f édiscontinuaem 0, jaque f(07) = —1/2, f(07) =1/2.
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P(s)

—> controe €—

<— ezpande ——>

=172 0 +1

FIGURA 3. A aplicag@o 1-dimensional associada ao Lorenz

3) f'=—-Maz*! = |f'(x)| = oo, quando z — 0*.
(4) f é diferencidvel sobre I\ {0} e f'(z) > v/2.
Conclusao: O atrator A = N+ X;(U) de Lorenz tem como bloco aislante um bitoro
s6lido U em R" tal que o fluxo X, é transversal e apunta ao dentro.

Pode-se provar também que A € robusto, parcialmente hiperbdlico e sensivel as condicdes
iniciais.

9.1. O Atrator Geométrico de Lorenz é uma classe Homoclinica. Uma classe ho-
moclinica associada a uma 6rbita periddica hiperbdlica O = Ox(p) de X denotada por
Hx(p), é o fecho da intersecio transversal de W*(p, X') e W*(p.X).

P /WS(

A4
N

Seja I = [—1/2,1/2] espago das folhas F, I é o espago cocente de 3 por F com IT : ¥ —
I : (z,y) — x aaplica¢do projecao.

Seja f : I\ {0} — I aaplicag@o induzida por P onde f o Il =T o P onde f(I\ {0}) =
(—=1/2,1/2). Se V. C Se J C I usemos as convegdes P(V) := P(V \ {z = 0}),
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f(J) = f(J\{0}) el = (—1/2,1/2), assim, podemos escrever f : [ — I,f : 1 — I.

Definimos:
A=()P"(S)
n>0

Lemas previos.

Lema 79. A transfromacdo f : I — I é LEO (localmente eventualmente sobre), isto é,

todo intervalo J de I existe um niimero inteiro n > 0 tal que
f(J)=(-1/2,1/2)

Demonstrag¢do. Denotemos por ¢(.J) a longitud do intervalo J e seja Iy C I um intervalo
aberto.

(1) Se 0 ¢ Iy entdo I = f(Iy) como f'(z) > A > /(2), Va # 0, daqui

/M_/fﬂ_/M:AMZM%)

Substituia I por /; e continue o algoritmo.
(2) Se 0 € I elija I = maior componente conexa de I \ {0} entdo ¢(I) >
(1/2)0(To).
(a) Nocaso 0 ¢ f(I)) entdo I, = f2(I;), £(I,) > A(Ip) substituia I, por I e
continue o procedimento do algoritmo.
Agora, seja f = min{\, A\*} > 1. Entdo no qualquer caso 1 ou 2., temos que ¢([;) >
BL(1y). Como (—1/2,1/2) é de comprimento finita, 3n > 0 tal que f" () — (—1/2,1/2).

D\_/

Lema 80. Seja f : [ — I dado como acima. Entdo, para todo x € I. Tem-se

1= f*{ad.

k>0

Demonstragdo. Basta mostrar que Uyof *({z}) é denso. Seja .J C I qualquer intervalo
pequeno aberto e seja = € I. Dado que f é LEO, 3,n > 0 tal que f(J) = (—=1/2,1/2).
Entdo x € f™(J) e assim, ao iterar x ao passado, tendra pre-imagenes que caem em .J em

um tempo determinado f~"({z}) ={y € [ : f*(y) = x} assim,

{zHnJ A0,
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portanto,

U ahni#0

k>0

L
S I
\C:://r/ﬂ A iy
B NI/ _jP
-1 W% )
i — P
e - o
L - fTTN.-.
,‘_\]
TT > /
3 v z
e AT 0 «=x Iz

Da figura e do Lema 80 temos que cada folha L, = IT"!(z) com = # +1/2, temos

S = P*(La).

k>0

Lema 81. A transformacdo f : I — I tem pontos periodicos densos.

Demonstragdo. Seja J C I qualquer intervalo pequeno. Pelo Lema 79, In tal que f™(J) D
J. Entdo f™ tem um ponto fixo em .J o que implica que existe um ponto periddico de f em
J. OJ

Lema 82. Para todo ponto periédico p de P tem-se S C W*(p, P).

Demonstracdo. Seja p = (c,d) um ponto periddico de P com II(p) = c. Entdo ¢ #
+1/2, p € Aeafolha L. = {(c,y) : —1/2 > y > 1/2} € F, esta contenida na
variedade estavel do ponto p, W*(p, P), L. C W?#(p, P). Pela invariancia de W?*(p, P)
por P tem-se que

P™(L,) CW*(p, P), Vk € Z = | JP™*(L) S W*(p, P)

k>0
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tomando Uy>oP~*(L.) C W#(p, P), pelo Lema 2, obtemos
S=]JP*Le)

k>0

Lc
S ”’MIL)\/W

s

e N W ¥ /

— |
-Ya 0

Lema 83. Para todo ponto periddico p de P tem-se:

S\ (L,1/2 U Ll/?) == U Lw/.

(2"5y")eWw(p,P)
Demonstragdo. Dado p um ponto periddico de P entdo Op(p) C Ny>oP™(S) existe W*(p, P).
Seja J = W(p, P) para algum € > 0, W(p, P). Note-se como a componente conexa
e-local W*#(p, P) que contem a p.
Dado que f é LEO, 3n tal que f"(II(1)) = (—1/2,1/2). Também
SUI()) = TP (])).
Se (z,y) € S\ (L_1/2 U Ly/2) entdo
(z,y) =@ € (—1/2,1/2)

onde (—1/2,1/2) = II(P"(J)).
Assim,
L.NP"(J)#0
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e como P"(J) C W"(p, P) entdo existe (z',y') € W*(p, P) N Ly com L, = Lyy(y 4y =
L.

Agora, mostraremos que U L,C S\ (L 2 ULy /2). De fato, temos que
(z'y")eW™ (p,P)

A= ﬂpn c () PH(S)cP(S)cs,

n>0 n>0

e dado que A € um atrator e p € um ponto periddico hiperbdlico tem-se que
W*(p,P) C A= W"(p,P)CACS

assim, obtemos o resultado. O

Lema 84. Para todo ponto periddico p da transformagcdo P tem-se:

Wu(p, P) = A

Demonstragdo. Vejamos primeiro que W¢(p, P) C A. Para provar, P*(p) ¢ L_;,, U
Ly s, VE € Z, entdo O(p) C int(S), assim, existe € > 0 tal que

W*(P~*(p),P) C S, Vk € Z.

€

Portanto, para qualquer £ > 0
WA (PH(p), P) = [ PP(WH(PT (P (p)), P))
j=0

W*(p, P) = P*(W"(P*(p), P)) C P*(S),

P)C (\PHS)=A

k>0
Agora, vejamos que A C W*(p, P), € suficiente provar que ,., P"(S) € W*(p, P).
De fato, seja (z,y) € [,>o P"(5), e dado que P contrae folhas de F temos, dado € > 0,

existe n. > 0 tal que

entao

d((l‘,y), (:v,w)) <€, v(wi) € Pne(Lx’)a

onde
Ly € P7"(L,) = {I/ e F P"‘(L/) C L.} e (z,y) € P™(Ly).
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Pelo Lema 83, temos que:
S\ (L_1aULy) C U L.
(z"y")eW(p,P)
Entio, existe (z/,y") € W"(p, P) N L, onde d((x,y), P™(2',y')) < e.
Dado que € € arbitrario e P"<(z',y") € W*(p, P), concluimos que (z,y) € W4(p, P). O

Teorema 85. O subconjunto compacto A = (), ., P"(X) é uma classe homoclinica.

Demonstracdo. Dado que Hp(p) = W4(p, P)NWs#(p, P) C W4(p, P), pelo Lema 6,
obtemos

Hp(p) C A.
Agora, vejamos A C Hp(p). Pelo Lema 84, é suficiente provar que W*(p, P) C Hp(p).
De fato, seja ¢ € W"(p, P) C A, escolha J C W¥(p, P), J aberto e horizontal, tal que
qeJ.
Seja L uma folha estdvel tal que p € L. Como f é LEO, existe n > 0 tal que

entdo, P"(J) N L # () e assim,
JNP™(L)#0.

Portanto,
dse JN P (L) Cc W*(p, P)NnW?(p, P) pertode gq.

Teorema 86. O atrator de Lorenz é uma classe homoclinica.

Demonstracdo. Como A = U X(A), pelo Teorema 4, temos que A é uma classe ho-
>0
moclinica do fluxo X. ]

10. O TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN

Teorema 1. Seja f € Dif" (M), onde p € M é ponto fixo hiperbdlico de f, A = Df, :
TM, — TM,. Entdo, existem vizinhancas V(p) C M, U(0) C TM,eh : U — V
homeomorfismo tal que

hA = fh

Podemos supor que p = 0. Para a prova, necessitaremos de alguns lemas.
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Lema 87. Sejam E espaco de Banach, L € L(E,E) com ||L|| <a<1leG € L(E,E)

isomorfismo com |G| < a < 1. Entdo

1
I+ D)< —.
I+ L7 < 7

(I+G)™ < ——.

1—a

(1) I + L é isomorfismo,

(2) I 4+ G é isomorfismo,

Demonstragdo.

(1) Dado y € E, definimos uma contragdo u : £ — F por u(x) = y — Lz. Pelo
teorema do ponto fixo de Banach, u possui um unico ponto fixo. Portanto, existe

um tnico x € E tal que y = (I + L)z. Segue-se que [ + L é isomorfismo.

1
Iyl =1 = (1 -a)lzl <llz+ Lafl =1 = |lal| < T—.

1
Logo, (7 + L)1 < —

(2) I+ G = G(I + G™') é isomorfismo pelo item anterior.

a
l1—a
O

I+G) 7 =I+6GN)G = [U+G) M < IT+G DG =

Lema 88. Seja A um isomorfismo linear hiperbdlico. Existe € > 0 tal que, se ¢1,ps €

CP(R™) tém constante de Lipschitz < €, entdo A + ¢1 e A + ¢o sdo conjugadas.

Demonstracdo. Buscamos um homeomorfismo h = I 4+ u que conjugue A + ¢; a A + ¢s.
Para isso, buscaremos u € Cp (R™) tal que (/+u)(A+¢1) = (A+¢2)(I+u). Rescrevendo,

Au—u(A+ ¢1) = ¢ — G2 + u).

Sejae < |[|[A7Y|7t. A + ¢, um homeomorfismo, uma vez que, para todo y € R™,
F(z) = A~'y — A~ '¢(z) é uma contragdo, e portanto possui um tnico ponto fixo, o qual
satisfaz (A + ¢1)(x) = y. Pelo mesmo motivo, A + ¢, é um homeomorfismo.
Consideremos £ : CP(R™) — CY(R™), L(u) = Au — u(A + ¢;). Mostraremos que L é
invertvel. Para isso, basta provarmos que £*(u) = u — A7 'uA — u¢, é invertivel, pois A é
invertivel. Notemos que CP(R™, E%), CP(R™, E*) C CP(R™) sdo invariantes por L* pois
E" e E* sdo invariantes por A~!. Portanto, podemos decompor £* = L*$ + L*%,

£*¢ é invertivel pelo lema anterior, pois u € E* — A7'u(A + ¢;) € invertvel e tal que

sua inversa u € E° — Au(A + ¢;)~! é uma contragdo com norma limitada por a < 1.

1
Além disso, |[(£*)7]] < %. Analogamente, £** € invertivel e ||(L£**) 7| < T
—a —a
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Portanto, £ € invertivel e

_ A7Y|
L7 = 11£ =S

Tomemos ¢ < (1 — a)||[A7||™" (este serd o € do enunciado). Definamos p : CP(R™) —
CP(R™) por pu(u) = L7 ¢y — ¢o(I + u)]. Temos

lpeur) = poluz) || = [1£7 p2( + uz) — do( + w)]|

A7

< %EHUQ — U1H

Pela escolha de €, p € uma contrago e portanto possui um tnico ponto fixo u € Cp (R™).
Concluimos que (I +u)(A+¢1) = (A+ ¢2)(I +u) possui uma tnica solugdo em CP(R™).
Da mesma forma, (A+¢;)(I+v) = (I+v)(A+¢p9) possui uma tnica solugdo v € CP (R™).
Afirmamos que
(I+u) (I +v)=T+v){+u) =1.

De fato,

({+u) (I +v)(A+¢2) =L +u)(A+¢1){ +v)

= (A+¢2)(I +u)(I +v)

Ou seja, (I + w)(A+ ¢2) = (A+ ¢2)(I +w), onde w = u+ v+ uv € CY(R™). Por

unicidade, concluimos que w = 0, donde (I + u)(/ + v) = I. Portanto, I + u é um

homeomorfismo, e concluimos que h = I + u é uma conjugacao. U

Lema 89. Dado ¢ > 0, existem uma vizinhanga U de 0 e uma extensdo de f|y da forma
A+ ¢, onde ¢ € C)(R™) tem constante de Lipschitz < .

Demonstracdo. Tomemos o € C*°(R) tal que

Lembre que f = A+ ¢, onde ¢(0) = 0, Dy = 0. Seja Bj bola de centro 0 e raio [ tal
que [[Dells, <

£
2k "
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Tome ¢(x) = a(||z||/7).¢(x). Afirmamos que ¢(x) satisfaz as condi¢des do lema. De

fato, A + ¢ extensdo de f|Bﬁ/2 e, se r1,r2 € Bpg, entdo

[6(z1) = o)l < [l ]l/B) = allz2ll/B)lp (@)l + [la(lz2ll/B)p (1) — e(z2)]]

<l leell gzl € g, o)
< Sler =@l 4 Fllar = 2] = ellan — .
2 2
Se x1 € Bg, w3 ¢ Bg, ento [|¢(x1) — ¢(x2)|| < 5|1 — 22f] < €]|zy — 22| Finalmente, se
x1,x9 ¢ B,ento ||¢p(z1) — ¢(x2)]] = 0 < €|z — 22]]. Concluimos que ¢ tem constante de
Lipschitz limitada por e. U

Demonstragdo (teorema de Hartman-Grobman). Seja e > 0 como no lema 88. Seja A+ ¢
uma extensédo de f|y, onde U é uma vizinhanga de 0 e ¢ tem constante de Lipschitz < e.
Pelo lema 88, existe h : R™ — R™ homeomorfismo tal que hA = (A + ¢)h. Logo,
hA = fhemU. O

11. O A-LEMA (LEMA DA INCLINACAO)

Seja f um difeomorfismo C” de uma vizinhanca V' C R™ tal que 0 é ponto fixo hi-
perbdlico, e seja A = D f; o isomorfismo hiperbdlico correspondente, com subespagos
invariantes estavel £° e instavel E“.

Podemos supor que W} (0) C E* e W» (0) C E". De fato, pelo teorema da variedade
estavel, existe uma aplicagao C", @, : Bg — E*, onde Bg é a bola de centro O e raio
3 contida em £, satisfazendo ¢,(0) = 0, Dy, = 0 e tal que Wy (0) é grifico de .
Analogamente, existe ¢, : By — E? satisfazendo ¢, (0) = 0, Dy, o = 0 e tal que W5 (0)
€ gréfico de ¢,.

Definamos entdo

p: By® BY— E* @ B
QO(.%‘S, xu) - (xs - gpu(xu%xu - 908<x8))

e notemos que ¢ € difeomorfismo local de classe C" de uma vizinhanca de 0, pois D¢y
¢ a identidade. Logo, f= @ o f ot éum difeomorfismo de uma vizinhanca V da
origem com f(0) = 0, Dfy = A e tal que W;.(0) = ¢(Graf.(p,) NV) C E* e Wi (0) =
©(Graf.(p,) NV) C E".

Com essa hipétese, sejam entdo B° C £° uma bola contida em W},

(0), B* C E* uma
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bola contida em W, (0) e V = B* x B*. Tomemos ¢ € W*(0) \ {0} e D" um disco de

dimensdo dim E* transversal a W}3_(0) em q.

Lema 90. Sejam V = B*x B", ¢ € W*(0)\{0} e D" como acima. Seja D}* a componente
conexa de f"(D") NV contendo f"(q). Dado qualquer € > 0, existe ny € N tal que, se
n > ng, ento D" est ¢ C'-préximo de B

Demonstracdo. Em V', podemos escrever

f(xm Iu) - (Asxs + ¢s(xs; xu)a Auxu + Qbu(xsa xu))

onde
(Df), = (A° AY), x5 € B®, z, € B"
A <a<l, (A) 7 <a<1
00, _ 00| _,
0Ty |gu 0T |ps
Como gfj (0,0) =0, i,j = s,u, por continuidade, existe V' C V tal que

0p; o
H%/@XHa—x;H <k, 1i,j=s,u,
onde £ > 0 € suficientemente pequeno para que

— 1)2
1
Iterando, se necessario, podemos supor que ¢ € V' e D* C V'. Mostraremos inicial-

a+k‘<1,b:(é—k‘)>1,k<<b

mente que (7'D"), se aproxima de B* sob D f. Para isso, seja vg = (v, v)) um vetor

unitdrio qualquer em (7'D"),, e seja \g = ”Zﬂ'lll
0

[[ug]] 7 0.

Consideremos

a inclinacdo de vy. Por transversalidade,
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s % O¢s v
(DF)s(o0) = (A —l—(()axs (q) Auﬁéﬂ(q)) (Ug) =

ox u

(ASUO 1 8 (g) 4 2 (q)'véf>

Para q € B?,

Aty —i— %(q)vé{.
Denotando por \; a inclinacdo de v;, temos que
A+ G (@)vs + 5= (@)
[ + sG]

O numerador é majorado por || A%v§|| + H&z’s Jug|| + Ha‘bs yoell < allvgll + kllvgl| +

8;v3 8xu
Fflvg
O denominador é minorado por || A“vY|| — ||giz vyl = L||lvgll — kl|vg .
Logo,

a)\o+k>\o+k )\0+l€ )\0 k
A < < =29,
"= 1Ja—k b b T

A1
A — + = k
2—b+b—b2+zbz

1k
H“sz—b_n b1

Segue-se que existe ny € N tal que A\, < b% para todo n > ng, pois 2—3 — 0 quando
n — +ooe b_il < bTTl. Como vy pode ser escolhido de forma a maximizar )y, essa
estimativa vale com o mesmo ng para qualquer vy € (7°'D"), unitrio.

Tomemos 0 < k; < min(e, k). Pela continuidade de 8¢5 e pela compacidade de B", existe

0 < d < etal que

onde V; = 0B x B*C V.
Tambm, pela continuidade do plano tangente a Dy em gy, existe um disco D mergulhado
em l?}jo com centro ¢,, tal que a inclinacdo A de qualquer vetor unitdrio em (TD“)p,
p € D, satisfaz A < %21

Seja v = (v°,v*) um vetor unitdrio de (T'D*),, para p € DY, e seja \,, = |

Vs

U

a
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inclinacao de v.

A+ B m) + 5 <p)<vu>>
i <3iu<p>< )+ A ) ()
[ 400 + 2 (0)0%) + 2 0)

/\n0+1 ==
1222 (p) (v) + Avvr + 52 (p) (v¥)]

Oxs
O numerador é majorado por al|v*|| 4+ k[[v*|| 4+ k1 ||v.|| € 0 denominador é minorado por
0u Oy .
Ao — (122 () @¥)]| — [ 22 ()(0*) | > Ll — Kljo¥]| — ko?]l. Dat,

aAng + KAy + K1
)\n < 0 0
=10 =k — kA,

)\no_'_kl
= b— kA,
<)\no+k1_)\no+k1
- p_b=l bt
2 2

Denotando b; = b“ , temos que b; > 1. Porindugdo, A, < Ab?f’ + k4 Z = A"O +b

Como — 0 quando n — +o0, existe n tal que, para todo n > n,

)\n0+n S 6(1"— bl — 1)

Como v pode ser escolhido de forma a maximizar )\, essa estimativa vale com o mesmo
n para qualquer v € (TD“)p unitdrio. Ou seja, dado qualquer € > 0, existe n tal que, para
n > @, f*(D") N V; tem todos os seus vetores tangentes ndo nulos com inclinacdo menor
que €.
Por outro lado, se (v, v*) é vetor tangente ndo nulo a f*(D*)N'Vy empe Df, (v, v") =

n» - n

(Un+17 Un+1)’

V)2 (e)? ol [T+ X2,

CARE ORI (1 I P
Além disso, .
u okl — k|lo4]] — k|lv® 1
vy | > allvll = Kot = K[l A m -
oz ]| [onll a

Como A, ;1 e A\, s@o arbitrariamente pequenos, temos que as normas dos iterados dos
vetores tangentes nao nulos de f™(D") N V; crescem numa razao arbitrariamente proxima

deb = é—k > 1. Logo, os didmetros de f,,(D") aumentam exponencialmente. Juntamente
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com a inclina¢do uniformemente pequena dos planos tangentes, isso implica que existe 7
tal que, para todo n > 7, a componente conexa de f*(D*) NV, contendo f™(q) é C*-

proxima de B*, e demonstra o A\-lema. U
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